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Def. Una varietà (M, g) è detta nearly Kähler (NK) se ammette unastruttura quasi 
omplessa J t.
. g sia J-Hermitiana e
(∇g

XJ)X = 0per ogni 
ampo di vettori X
• Introdotte da Gray (1970) , 
on esempi degli spazi 3-simmetri
i:e.g. S6 = G2/SU3, CP3 = Sp2/T

1 × Sp1;
• Classi�
azione di Gray Hervella (1980).
• La 
onnessione Hermitiana 
anoni
a ∇̄ (
on ∇̄g = 0, ∇̄J = 0) hatorsione T ∈ Λ3 
he è ∇̄-parallela (∇̄T = 0).



Def. Una varietà NK è detta stri
t nearly Kähler (SNK) se vale
∇g
XJ = 0 ⇒ X = 0.Teorema (Nagy) Ogni varietà NK è lo
almente il prodotto di unavarietà Kähler e di una SNK.



Teorema (Nagy, 2007) Ogni varietà 
ompleta SNK è (a meno di unri
oprimento �nito) un prodotto Riemanniano i 
ui fattoriappartengono alle seguenti 
lassi:(i) varietà 3-simmetri
he;(ii) twistor spa
es di varietà quaternion Kähler positive;(iii) SNK-manifolds di dimensione 6.[Dimostrazione basata sull'olonomia di ∇̄ e risultati di Cleyton eSwann quando l'olonomia è irridu
ibile. ℄



Varietà SNK di dimensione 6
• Proprietà: Se una varietà M6 è NK ma non-Kähler, allora è SNK.
• Ogni SNK in dimensione 6 è Einstein 
on 
urvatura s
alare positiva
• Sono 
aratterizzate dall'esistenza (lo
ale) di uno spinore di Killingreale
• Se M6 è SNK, allora M × R+ ammette una metri
a Riemanniana
on olonomia G2



• Caso omogeneo: Butruille (2006) 
lassi�
a il 
aso omogeneo indimensione 6 provando 
he sono esattamente gli spazi 3-simmetri
i(
ongettura di Gray-Wolf):(1) S6 = G2/SU3;(2) CP3 = Sp2/T
1 × Sp1;(3) F3 = SU3/T

2;(4) S3 × S3 = (SU2)
3/(SU2)diag.



Cohomogeneità uno
G ⊂ Iso(M6, g) 
ompatto 
on orbite prin
ipali di 
odimensione uno.Se M è 
ompatta, esistono esattamente due orbite singolari e
M/G = [0, 1].



Teorema (�,Spiro)(1) Se M6 è SNK 
ompatta e π1(M) = {0}, allora vale una delleseguenti possibilità:(i) G = SU3 o G = SO4 e M è G-di�eomorfa a S6;(ii) G = SU2 × SU2 e M è G-di�eomorfa a CP3 o S3 × S3(2) Se M6 è SNK e G è sempli
e, allora M6 ha 
urvatura 
ostante e
G = SU3.Resta da studiare G = SU2 × SU2 : qui isotropia prin
ipale K = T 1
on moduli equivalenti nella rappr. di isotropia.



OrbiteDato G = SU2 × SU2

• M = S6 e O1 = G/(SU2)diag ∼= S3, O2 = G/T 1 × SU2 = S2;
• M = S3 × S3 e O1 = O2 = G/(SU2)diag ∼= S3.Qui la parte prin
ipale è TS3 = S3 × R

3.



3-forme stabili e varietà SNK [Hit
hin℄Sia V ∼= R6 
on una orientazione τ ∈ Λ6(V ∗) e G = GL(V )+. Si ha
Λ3(V ∗) = {P < 0} ∪ {P = 0} ∪ {P > 0},dove P è un polinomio SL(V )-invariante e Ω± := {±P > 0} sono

G-orbite.



3-forme stabili e varietà SNK [Hit
hin℄Sia V ∼= R6 
on una orientazione τ ∈ Λ6(V ∗) e G = GL(V )+. Si ha
Λ3(V ∗) = {P < 0} ∪ {P = 0} ∪ {P > 0},dove P è un polinomio SL(V )-invariante e Ω± := {±P > 0} sono

G-orbite.Una forma θ ∈ Ω− è detta stabile → de�nis
e una struttura
omplessa Jθ
Jθ :=

1
√

−P (θ)
Sθ, A(ivθ ∧ θ) = Sθ(v) ⊗ τ,dove A : Λ5(V ∗) → V ⊗ Λ6(V ∗) è un isomor�smo



Le equazioniTeorema ([CS℄, [H℄, [RC℄, [S℄) Dati ω ∈ Λ2T ∗M e ψ ∈ Λ3T ∗Mtali 
hei) ψ è stabile, ω è Jψ-invariante e g = ω(·, Jψ·) è de�nita;ii) esiste µ ∈ R+ 
on










dω = 3ψ

d(J∗
ψψ) = −2µ · ω ∧ ω .

(1)Allora (g, Jψ) (o (g,−Jψ)) è una struttura SNK su M 
on 
urvaturas
alare s = 30µ.Vi
eversa, sia (g, J) una struttura SNK su M 
on 
urvatura s
alare
ostante s e sia ω = g(J ·, ·) e ψ = 1
3
dω. Allora ω e ψ soddisfano a(i) e (ii) 
on µ = s

30
e J = ±Jψ.



Le equazioni in 
ohm = 1Sia G = SU2 × SU2 
he agis
e 
on 
ohomogeneità 1 e sia γt(t ∈]a, b[), una 
urva trasversa alle orbite prin
ipali (sarà unageodeti
a normale).Indi
hiamo 
on {ωi}i=1,...,5 una base di Λ2(T ∗
γt
M)K , dove K = T 1 èl'isotropia prin
ipale.Cer
hiamo ora la forma di Kähler ω 
ome

ω =

5
∑

i=1

fi(t)ωi, fi ∈ C∞(]a, b[)ed imponiamo le equazioni. Il sistema risultante è il seguente



Per t ∈]a, b[i) f1 < 0 < f4 e (f ′
4)

2 −
(

f ′
2 +

f1
4

)(

f ′
3 − f1

4

)

> 0;ii) f1, f2, f3, f4 soddisfano il sistema di�erenziale






























[(f ′
2 +

1
4
f1)f1]

′ + 12µf1f2 = 0 ,

[(f ′
3 − 1

4
f1)f1]

′ + 12µf1f3 = 0 ,

(f ′
4f1)

′ − 4 f4
f1

+ 12µf1f4 = 0 ,iii) e soddisfano le 
ondizioni algebro-di�erenziali del primo ordine














4f2
4 −

(

(f ′
4)

2 −
(

f ′
2 +

f1
4

)(

f ′
3 − f1

4

))

(f1)
2 = 0 ,

f1(f
′
2 − f ′

3 +
1
2
f1) + 48µ(f2f3 − f2

4 ) = 0.



Teorema 1 Esiste una famiglia a 2-parametri di strutture SNK nonisometri
he e non lo
almente omogenee su M =]− ε, ε[×G/K perun opportuno ε > 0[Condizioni di equivalenza isometri
a + riparametrizzazione perri
ondursi ad una ODE℄



Le soluzioni su M = TS3.Problema 1: trovare tutte le soluzioni (a meno di automor�smi)
(f1, . . . , f4) 
he determinano strutture SNK su M . Quindi :i) individuare le 
ondizioni per
he' una soluzione (f1, . . . , f4)determini una struttura su ]− ε, ε[×G/K estendibile in modolis
io a M ;ii) provare un teorema di esistenza di soluzioni 
he soddis�no alle
ondizioni (i);iii) individuare quando due soluzioni determinano strutture isomorfee quando una soluzione determina una struttura lo
almenteomogenea.Problema 2: quali soluzioni del Problema 1 sono 
omplete ?



• TS3 = S3 × R3 si 
ompatti�
a a S6 e S3 × S3, quindi esistonodue soluzioni lo
almente omogenee e non isomorfe.Teorema 2 Esiste una famiglia F ad un parametro di strutture SNKsu M 
he sono G-invarianti e non lo
almente isometri
he.Esattamente due di queste strutture sono lo
almente omogenee.Data una SNK-struttura (g, J) 
he sia G-invariante su M , allora o(g, J) o (g,−J) appartiene a F .Punto più di�
ile e' (ii) del Problema 1.



• in un nuovo opportuno parametro s il sistema si ridu
e ad unsistema singolare di equazioni del tipo










P ′ = Q

Q′ = 1
s2
A(P) + 1

s
B(P ,Q) + C(s,P ,Q)dove P = (p1(s), . . . , p4(s)), A,B,C sono lis
e e

P(0) = (λ,−3λ
√
λ, 0, 3λ

√
λ), Q(0) = 0 , λ > 0,
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
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




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√
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• si prova 
he esiste una serie formale (P̂, Q̂) soluzione del sistema.



• in un nuovo opportuno parametro s il sistema si ridu
e ad unsistema singolare di equazioni del tipo










P ′ = Q

Q′ = 1
s2
A(P) + 1

s
B(P ,Q) + C(s,P ,Q)dove P = (p1(s), . . . , p4(s)), A,B,C sono lis
e e

P(0) = (λ,−3λ
√
λ, 0, 3λ

√
λ), Q(0) = 0 , λ > 0,

• si prova 
he esiste una serie formale (P̂, Q̂) soluzione del sistema
• si usa il teorema di Malgrange : esiste una soluzione lis
ia (P ,Q)
he ha (P̂ , Q̂) 
ome espansione di Taylor per s = 0.



Problema 2: quali soluzioni sono 
omplete ?



Problema 2: quali soluzioni sono 
omplete ?Non sappiamo


