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Spazi I'-simmetrici

Definizione (Lutz 1981)

Sia T un gruppo abeliano finitamente generato. Uno spazio omogeneo
M = G/H é detto I'"-simmetrico

@ /I gruppo di Lie G é connesso.

Q@ /I gruppo G e effettivo su G/H (cioé l'algebra di Lie t di H non
contiene un ideale proprio non nullo dell’Algebra g di G).

© Esiste p : T — Aut G, omomorfismo iniettivo, tale che
G) Cc H c G,

dove
G' ={xeG/p(y)(x) =x,Vyel}

é il sottogruppo di elementi fissati da p(T') e G} & la sua
componente connessa.

v
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Spazio I'-simmetrico

@ Il caso I' = Z, coincide con la definizione di spazio simmetrico.
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I'—simmetrico dal punto di vista algebrico.
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Spazio I'-simmetrico

@ Il caso I' = Z, coincide con la definizione di spazio simmetrico.

@ SeI' =7, il grupo ciclico d’ordine k, coincide con k-simmetrico.
(Kac, Ledger - Obata , Gray -Wolf (68), Kowalski (80)).

@ Y. Bahturin e M. Goze (2008) considerano la nozione di spazio
I'—simmetrico dal punto di vista algebrico.
Ogni automorfismo p(y) di G induce un automorfismo t(y) di
gcT. Il gruppo I" C Aut(g) & abeliano, finito, I' =T, e I'algebra di
Lie g & I'-graduata, cioé

=&
g yell 8y

con
[g'}’?g)/] ngy' v%'}/ el
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@ (B. G.) hanno dimostrato che, se G € connesso, la struttura di
spazio I'-simmetrico su G/H & completamente determinato dalla
I'-graduazione di g.
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@ (B. G.) hanno dimostrato che, se G € connesso, la struttura di
spazio I'-simmetrico su G/H & completamente determinato dalla
I'-graduazione di g.

@ (B. G. Kollross) hanno classificano gli spazi I'-simmetrici G/H
quando G & un gruppo di Lie complesso semplice e I' = Z; x Z,.
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@ (B. G.) hanno dimostrato che, se G € connesso, la struttura di
spazio I'-simmetrico su G/H & completamente determinato dalla
I'-graduazione di g.

@ (B. G. Kollross) hanno classificano gli spazi I'-simmetrici G/H
quando G € un gruppo di Lie complesso semplice e I' = Z; x Z,.

@ (Boujakoub, Goze e Remm) hanno classificato le varieta di
bandiera che ammettono una tale struttura.

Se G é connesso, la classificazione degli spazi I'-simmetrici &
equivalente alla classificazione delle algebre di Lie I'-graduate.

La classificazione delle algebre di Lie I'—graduate € lontana da essere
completa.

Si conoscono alcuni risultati riguardanti le algebre di Lie semplici.

Per le algebre di Lie risolubili e nilpotenti € un problema aperto.
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Il gruppo di Heisenberg

H; =

S O =
S = =

Z
y |xyzeRp = (R ds).
1

Le metriche, invarianti a sinistra, sono date da

ds; = dx® +dy* + A*(dz — Axdy)*.
La base ortonormale invariante a sinistra &

9 9 x990

Xi=—, Xp=—+2m .
o T T2 9z
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Sottogruppi abeliani finiti di Aut(h3)

Se t € Aut(b3), rispetto alla base {X;,X,,X3} si pud porre

o 0 0
T=1|103 04 0 AZOC]OC4-O£20€37£O.

s o A
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Sottogruppi abeliani finiti di Aut(h3)
Se t € Aut(b3), rispetto alla base {X;,X,,X3} si pud porre

o 0 0
T=1|103 04 0 AZOC]OC4-O£2(X37£O.
as o A

Se I C Aut(h3) € abeliano e finitamente generato allora

_ ks k3 kp
F—Z2 ><Z3 X e X Ly

Se I" contiene una componente ciclica isomorfa a 7y, allora esiste un
automorfismo 7 €I tale che

*=1d.

P. Piu () T-simmetriche 9 Settembre 6/25



Sottogruppi di Aut(hs) isomorfi a Z,

Proposizione

Gli automorfimi involutivi T di Aut(3) hanno una delle espressioni
matriciali seguenti

—1 0O O 1 0 0
Id, t(03,0) = oc(;%% 0 n(os,a5) =z —1 0
o —1 (04 0 -1
2
(04} (07) 0
1—of i -1 0
T3 (o, 00 #0,06) = (0%} —a ,m(05,06)=| 0 —1
(1+01)as 1 as O
(05}
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Sottogruppi di Auz(h3) isomorfi a (Z,)*

Teorema

| sottogruppi T C Aut(b3) isomorfi a (Z,)* sono uguali a uno dei
seguenti:

@ k=1
Q T'i(03,06) = {Id, 71(03,06)},
Q I(03,05) = {ld, (03, 05)},
Q Ts(ai,00,06) = {Id, 13(001, 00, 0%), 0 # 0},
Q Tu(as, a6) = {Id, 7y (s, o) }.
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Sottog

| sottogruppi T C Aut(b3) isomorfi a (Z,)* sono uguali a uno dei
seguenti:
@ k=1
0 Fl(a37a6) {Id7 1 (a37 aﬁ)};
Q Ix(03,05) = {Id, (03, 05)},
Q (o, o, a6) = {Id, 13(011, 02, %), 0 # 0},
O Tu(as, 06) = {Id, ts( s, %) }-

@ k=2

Q s(a3,a5,06) =
Q oo, m,06,06) =

ruppi di Aut(b3) isomorfi a (Z,)

{1d, 71 (053, 0), T2 (— 03, 05), T4 (— 257 — @05, — ) }

29}

{1a,55(01, 0, 06), 75~ 01, — 0, 0), g (A=A )}
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Sia 71(a3,06) € T'risulta ([7,7] =107 — 7' 017)

[Tl(a:%%)a T2(aé7a§)] =0 se e solo se (Xé =—03
[Tl(a3’a6)’r3(a1)a2)aé)] 75 0 valy(XZ,aé
[Tl(%’%)v 74(0‘5’0%)] =0 se e solo se ap = —0g
P.Piu ()
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Sia 71(a3,06) € T'risulta ([7,7] =107 — 7' 017)

[T1(03,06),12(05,05)] = 0 seesolose  o5=—03
[71(053,066),T3(061,062,aé)] ?é 0 val,az,aé

[Tl(%’%)v 74(0‘5’0%)] =0 se e solo se ap = —0g

Inoltre risulta
0306
Tl(a3,a6)072(—a37(x5) =T (— 2 _a57_a6>
° 0306
T(—03,05), T4 <— > —as,—%)} =0.
P. Piu ()
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Sia 71(a3,06) € T'risulta ([7,7] =107 — 7' 017)

(71053, 0%6), T2 (05, 05) | 0 seesolose o5=-0
[71(0, 06), 3(01, 00, 03)] # 0

Y ay, 0, o
[71(05, 0), T4 (x5, 0 ) | 0 seesolose f=-w

Inolire risulta

0306
T1(063,OC6)072(—0637065)274(— — Os, 066>

03 04
|:TZ(_a37a5)7T4 <— 32 0 _0557_056)} =0.

0306
[s= {Id, T1(03, ), T2 (— 03, 05), T4 (_3T — 065,—066>} C Aut(bh3)
I's =73
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Sia 71(a3,06) € T'risulta ([7,7] =107 — 7' 017)

[71 (05, 06), T2 (03, 05)
[71(05, 0), T3 (011, 02, 03) ]
[71(05, 06), T4 (055, 0% |

Inolire risulta

T1(06,06) 0 o (— 03, 05) =Ty (—

Is= {Id, T1(03,06), 2(—03,05), T4 (

I's =73

[Tz(—az,as),ﬂ (_(x

-0
£ 0
— 0

2

seesolose ai=-m
Y ay, 0, o
seesolose o =-—w

03 06 _ >
3 5, — g
__(x57__(x6)} == 0'
0306
—3T - 0557_056>} C Aut(bh3)

Lunico sottogruppo di Aut(h3) di tipo (Z,)X, k > 2, contenente un
automorfismo di tipo 7; (a3, o) € I's.
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Sottogruppi di Aut(hs) isomorfi a Z3

Sia T € Aut(h3) t.c. 13 =1Id. Allora 405 < -3

—1FvV-3—-4dmo
+ : 203 o 0
Ts4 = —1++v/-3—-4dor .
54 o 205
2
(0% O 1
Poiché
w2 (0, 05,05, 06) = Ts_(— 0, — 0, 0k, )
con
, 05 —+/—3—40p0305 — 20306
065 -
2
o O ++/—3—4000306 — 2005
6 p—
2
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Sottogruppi di Aut(h3) isomorfi a (Z3)~

Proposizione
Ogni sottogruppo abeliano T" C Aut(h3) isomorfo a Z3 € uguale a

I'7 = {Id, Ts+(0€2,a3,a5,a6),15_(—a2,—a3,ag,aé)’ dopog < _3}'
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Sottogruppi di Aut(h3) isomorfi a (Z3)~

Proposizione
Ogni sottogruppo abeliano T" C Aut(h3) isomorfo a Z3 € uguale a

I'7 = {Id, Ts+(0€2,a3,a5,a6),15_(—a2,—a3,ag,aé)’ dopog < _3}'

Lipotesi che
r=zs ks >2

implica
a=0
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Sottogruppi di Aut(h3) isomorfi a (Z3)~

Proposizione
Ogni sottogruppo abeliano T" C Aut(h3) isomorfo a Z3 € uguale a

I'7 = {Id, Ts+(0€2,a3,a5,a6),15_(—a2,—a3,ag,aé)’ dopog < _3}'

Lipotesi che
r=zs ks >2
implica
a=0 (4azaz < —3)
Quindi
ky=1.
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Caso generale

Ogni sottogruppo abeliano I C Aut(h3) isomorfo a Z; coincide con

2n
k—1 2
1—16,k: {Id7T6(a27a37a57a6)7'“aT6 ) a2a3§_1+COS k},

dove (0, a3, a5, o) € 'automorfismo

27 27
cosk~|—\/coszk—1—a2a3 o 0
21 21
o —— 2 —1-ommog 0
3 COS X \/COS X 203
o5 O 1
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Caso generale

Ogni sottogruppo abeliano I C Aut(h3) isomorfo a Z; coincide con

2
—1 2
1—16,k: {Id,T6((X2,(X3,(X5,(X6),“',Tg ) a2a3§_1+COS k},

dove (0, a3, a5, o) € 'automorfismo

27 27
cosk~|—\/cos2k—1—oc2a3 o 0
2 2
o Cos:—\/coszlzt—l—azag 0
o5 O 1
Teorema
SiaT C Aut(b3), abeliano e finito. AlloraT" é isomorfo a
Q 7Z, x 7,

eZ?xZ?x...xZ;”Con k=0 o 1peri=2,--,p.
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I'-graduazione di b3

Sia I" C Aut(h3), abeliano e finito.

Definizione

Lalgebra di Lie b3 € I" — graduata se

=&

bB yer h37'y
con
63,75 03.7] C b3 4y Vy,7 el. |
Inoltre
hse=[1V1={0}
yell

dove ¢ € I'elemento neutro di T, e V, I'autospazio relativo all’autovalore
1.
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I"-graduazione di b3

e h3 non ammette una Z,-graduazione.
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I"-graduazione di b3

e h3 non ammette una Z,-graduazione. La graduazione di b3 sarebbe
del tipo

b3 =go® g1
con go # {0}. In questo caso il corrispondente spazio simmetrico
omogeneo sarebbe isomorfo a Hz/H dove H € un sottogruppo di Lie
non banale di Hj la cui algebra di Lie & gg.
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I"-graduazione di b3

e h3 non ammette una Z,-graduazione. La graduazione di b3 sarebbe
del tipo

b3 =go® g1
con go # {0}. In questo caso il corrispondente spazio simmetrico
omogeneo sarebbe isomorfo a Hz/H dove H € un sottogruppo di Lie
non banale di Hj la cui algebra di Lie & gg.

eSeI'=Z3alloral' =I5 o I =T.
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I"-graduazione di b3

e h3 non ammette una Z,-graduazione. La graduazione di b3 sarebbe
del tipo

b3 =go® g1
con go # {0}. In questo caso il corrispondente spazio simmetrico
omogeneo sarebbe isomorfo a Hz/H dove H € un sottogruppo di Lie
non banale di Hj la cui algebra di Lie & gg.

eSeI'=Z3alloral' =I5 o I =T.
Is= {Id, T1(03,0), T2 (—03,05), T4 (— oc32a6 — a5,—oc6)}
Gli autospazi associati a 7; (a3, 06) sono rispetto alla base {X;,X>,X3}
Vi :L<(O,1,%)> Vo :L((l,—%,O),(o,o,l))
Quelli associati a 7(—o3, as)
W :L<(1,—%,%)> W_, = L((0,1,0),(0,0,1)).
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Poiché 7, = 1, o 15, la graduazione di h; associata al’s &

by = VlﬂWl@VlﬁWl@VlﬂWl@Vlﬁwl
= {0} OR{(0,1,5)} S R{(1,-2, D)} BR{(0,0,)}.
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Poiché 7, = 1, o 15, la graduazione di h; associata al’s &
by = VinwievVinwW_ eV nwWaVvV_iNnw_,

_ {o}@R{(O,1,%)}@1&{(1,—%,%)}@R{(O,o,l)}.

Proposizione

La Z3-graduazione di b3 corrispondono a uno dei seguenti:

b = {O}OR{(+ X} OR{(Xi— 22X+ 2X:)} OR{Xs)

o 14+
L0} O R{(Xi — ——X2)} O R{X3}
(07) (0]

b3 {0} eR{(X; +
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Poiché 7, = 1, o 15, la graduazione di h; associata al’s &
by = VinwievVinwW_ eV nwWaVvV_iNnw_,

_ {0}@1&{(0,1,%)}@1&{(1,—%,%)}@R{(0,0,1)}.

Proposizione

La Z3-graduazione di b3 corrispondono a uno dei seguenti:

b = {0}OR{(X+ X} OR{(X — X+ X5} O R{X; )

o 14+
L0} O R{(Xi — ——X2)} O R{X3}
(07) (0]

b3 {0} eR{(X; +

e Se I' =Z3. Abbiamo la graduazione

h3,(C =VieV,eV;
dove (A = —‘+21+W )

Vi=C{Xs} V,=C{X;+1X} V;=C{X;+1X,}
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Classificazione delle Z2-graduazioni
2

Esiste un automorfismo o € Aut(hs) tale che

0'711—‘50 =1TI5%

Dim. Se a? # 1, allora

Yo

0
Y 061—1
_ 0p(yoz+86—oud) 0
6= —1+a?
Yo (yos +238)
p u ——
—1+0f

con
p=plas050608,7) p1=p(os0as08,7)

risponde alla domanda.
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Classificazione delle Z3-graduazioni

Siano
03 = {0} ® B34, B30, B34y = {0} BB5, BB5,, B3,
Z3-graduazioni di b3, {0,a;,a2,a3} € Z3. Allora ¢ € Aut(h3) tale che
034 = O(h34,)-
Le graduazioni sono equivalenti.

Lemma
Esiste o € Aut(h3) tale che

o '11(03,06)0 = 71(0,0), o "5 (—0s,05)0 = 1,(0,0).
Dimostrazione Se

1 0 0

c=|-% 1 0
& %
2 2
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Classificazione delle Z3-graduazioni

Proposizione
Ogni 73-graduazione di b3 & equivalente alla graduazione definita da

I'5(0,0,0) = {Id,7,(0,0),7:(0,0), 74(0,0)}.

Questa graduazione corrispondente a

b3 = {0} OR(X2) BR(X2) BR(X3).
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utture ri i 2_simmetriche
Strutture riemanniane Z5

Siano G/H uno spazio omogeneo I'-simmetrico e p : I' — Aut(G)
'omomorfismo iniettivo di gruppi.
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Strutture riemanniane Z3-simmetriche

Siano G/H uno spazio omogeneo I'-simmetrico e p : I' — Aut(G)
'omomorfismo iniettivo di gruppi.

Definizione

Lo spazio G/H é I'-simmetrico riemanniano se esiste, su G/H, una
metrica riemanniana g tale che

@ g é G-invariante,
@ /e simmetrie p(y), y € T sono isometrie.
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Strutture riemanniane Z3-simmetriche

Siano G/H uno spazio omogeneo I'-simmetrico e p : I' — Aut(G)
'omomorfismo iniettivo di gruppi.

Definizione

Lo spazio G/H é I'-simmetrico riemanniano se esiste, su G/H, una
metrica riemanniana g tale che

@ g é G-invariante,
@ /e simmetrie p(y), y € T sono isometrie.

(G.R.), tale metrica € completamente determinata da una forma
bilineare B su g t.c.

@ B & adh invariante(h = g,)
Q B(gy.oy)=0sey#y #e

© Larestrizione di B a ®©y...gy € definita positiva.
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Una struttura Z3-simmetrica su H; & determinata dalla Z3-graduazione
di b3
h3 = {0} & R(X;) BR(X2) ®R(X3)
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Una struttura Z3-simmetrica su H; & determinata dalla Z3-graduazione

di b3
h; = {0} B R(X;) BR(X,) DR(X3)

Gli automorfismi di h3 sono isometrie per le metriche invarianti a
sinistra di Hs, quindi

Teorema

Una struttura riemanniana Z3-simmetrica su Hj & isometrica alla
struttura riemanniana associata alla graduazione

b3 = {0} OR(X1) BR(X2) BR(X;3)
e la metrica riemanniana e
g =] + 0 + A’ 03

conA #0, e {w;,w,w;} €labase duale di {X;,X>,X3}.

P. Piu () T-simmetriche 9 Settembre
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Dimostrazione

Le componenti della graduazione sono ortogonali, la metrica

riemanniana invariante a sinistra g, che coincide con la forma bilineare

B verifica
g= 061(012 aF a2w22 aF Ot3a)32

con oy > 0,00 > 0,03 > 0.
P.Pansu ha dimostrato che si possono scegliere o = o = 1.

g =0 + 3 +1%0]

guesta metrica & naturalmente riduttiva per qualsiasi 1.
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Struttura Lorentziana su Hi

Definizione
Sia M = G/H uno spazio omogeneo I'-simmetrico e g una metrica di
Lorentz su M. La metrica g é detta Z5-simmetrica Lorentziana se vale
una delle due condizioni
@ Le componenti non banali g, della I'-graduazione di g sono
ortogonali e non degeneri rispetto alla forma bilineare indotta B.

@ Una componente non banale g,, e degenere, le altre sono
ortogonali e non degeneri, e esiste un componente g,, tale che la
restrizione di B a g,, ® g,, ha segnatura (1,1).

Sebhs=go+g._+9g_++g__ élalgebra di Heisenberg
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Struttura Lorentziana su Hi

Definizione

Sia M = G/H uno spazio omogeneo I'-simmetrico e g una metrica di
Lorentz su M. La metrica g é detta Z5-simmetrica Lorentziana se vale
una delle due condizioni
@ Le componenti non banali g, della I'-graduazione di g sono
ortogonali e non degeneri rispetto alla forma bilineare indotta B.

@ Una componente non banale g,, e degenere, le altre sono
ortogonali e non degeneri, e esiste un componente g,, tale che la
restrizione di B a g,, ® g), ha segnatura (1,1).

Sebh;=go+g++g-++g__ €lalgebra di Heisenberg

o (07
by = {0} &R (X2 — 22X ) @R (X1 - 2+ X3 ) R (Xs).

P. Piu () T-simmetriche 9 Settembre 22/25



Poniamo

a3 s 6
Y1:X1—7X2—|—7X3 Y2:X2—7X3 Y; = X;.

La base duale &

(04} O 030 Ol5
1= h=w+ > w; 3= W3 5 w 1 + > w;

dove {®;,m,m;} € la base duale di {X;,X>,X3}.
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Caso | Le componenti g, _,g_+,g-_ sono non degeneri.
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Caso | Le componenti g, _,g_+,g-_ sono non degeneri.

o3 2 as 2
2= 1% = @+ o (a)z+73a)l) s (@—%ﬂb—(er 34%)@1)

con 11,12,7(,3 75 0.
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Caso | Le componenti g, _,g_+,g-_ sono non degeneri.

g= A2 = P+ 1 <0)2+%a)1)2+,13 (0)3_%@2_ (%4‘063%)&)1)2

2 2 2 4
con 4,42, 43 #£ 0. Il cambiamento della base associata alla matrice
1 0
% 1 0
as Gl O 1
2 4 2

€ un automorfismo. Allora

g= 7Llw12+7tz(022+7t3w32.

Proposizione

Ogni metrica Lorentziana 73 -simmetrica g suHj tale che le
componenti della graduazione di hzsono non degeneri, si riduce a una
delle due forme

g=—wr+ 03 +1%w?
g= 0 + 0 — 1’0}

v
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Caso Il Le componenti g, _,g_. sono degeneri mediante automorfismi
ci riduciamo al caso precedente.
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Caso Il Le componenti g, _,g_. sono degeneri mediante automorfismi
ci riduciamo al caso precedente. Se & degenere la componente g__.
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Caso Il Le componenti g, _,g_. sono degeneri mediante automorfismi
ci riduciamo al caso precedente. Se & degenere la componente g__.

= Lo (T+ 2 o]
¢ = w1+[w3 2602 S+
[ n +<a5+a3a6>wr

) — o3 sz IR
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Caso Il Le componenti g, _,g_. sono degeneri mediante automorfismi
ci riduciamo al caso precedente. Se & degenere la componente g__.

(073 (065 063066> }
= (1) _— —
8 1 + |:0)3 2 0 — ) + 4 1
o+ S+ (F+ 5% 0]
0 — 3 2 (02 2 4 1 -
Il cambiamento della base associata alla matrice
1 0
% 1 0
_0s om0 G
2 4 2

€ un automorfismo. Allora
Proposizione

Le metriche Lorentziane Z3-simmetriche g su H tale che g__ &
degenere, si riduce a

g= 0+ 0 — (0, — w3)>.

Lunica metrica di Lorentz, invariante a sinistra piatta su H.
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