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strutture AK

Definizione

Una varieta quasi Hermitiana (liscia, connessa, orientata) (M?", g, I, w))
€ almost Kahler (AK) se
dw; =0

Implicito in queste slides: / non integrabile/Kahler: (Vxw)); = %(IX, N;) #0

19 esempio: varieta di Kodaira—Thurston Nil® x S' Kodaira 64

PROBLEMA: generale scarsita di esempi ‘

La torsione intrinseca n = 3(V/)/ € A' @ A0} & la ‘app’ piu efficace
per studiare queste varieta (tipo Gray—Hervella 2)



AK vs. curvatura

Tra le metriche w;-compatibili, g AK & critica per il funzionale di Hilbert
g~ [, scaly

<= | eécritica per I'energia E(/) = [, V1 Wood 95

<= Ric(X,Y) = Ric(IX,1Y) Ric & l-invariante (ie Ric € \""")

(PDE complicata che non soddisfa il test di Cartan)

PROBLEMA: difficolta di soluzione - anche locale - delle equazioni ‘

Idea fondamentale: Armstrong

Lesistenza di metriche AK ¢ intimamente
legata a condizioni di curvatura




AK Einstein (AKE)

Congettura di Goldberg: Goldberg 69
# metriche AKE su M compatta simplettica

Vera in svariati casi, ad es. se
escal >0 Sekigawa 87
o Anti-Self-Duale Einstein
e M spazio simmetrico compatto

Mentre: M sp. simm. non compatto Hermitiano irrid. (K&hler) = 3 AK

Esempi rilevanti

12 esempio AK Ricci-piatto in dim 4 Nurowski-Przanowski 99

metriche AKE complete in dim > 6 Apostolov-Draghici-Moroianu 01

Ostruzioni all’esistenza:

e locali (non ben capite) e topologiche



AKj

Definizione
(M*, g,w;) & AKj; (= soddisfa la 32 condizione di curvatura di Gray) se
AK e la 2-forma di curvatura di Riemann rispetta la decomposizione
A2 = /\}’1 @ A}{z,o} Gray 76
ie
R(X,Y,Z,U)=R(IX, 1Y, IZ, IU).
Equivalentemente
i 1,1
AKs « AK 4 | TCEA
W(w/) = %w/

W & I'endomorfismo di Weyl, « la curvatura scalare conforme

Interessanti dal pdv locale, dato che: compatta AK3; —- Kéhler

Le 4-varieta AK3 Einstein sono classificate Armstrong 02



Curvatura “piccola”

Su (M?", g, w)) quasi Hermitiana, la connessione
ﬁ _ VLevi—Civita +n= vLevi—Civita + l(V/)/
- - 2

& metrica, Hermitiana, con torsione (Tj; = n; — 1), € si dice 22 conn.
Hermitiana canonica (= V"™ se M complessa)
cf. Gauduchon 97

Mi interessa il caso in cui I'algebra di olonomia di V
hol € u(n) = Ay’

abbia dimensione al piu uno:

Teorema

Se (M*, g,w,) quasi Hermitiana ha dim hol < 1, allora
@ (g,w) Kéhler piatta, oppure
Q@ g Ricci-piatta e self-duale, oppure
@ 3 J Kahler con orientazione opposta (w3 = —w?)




Esempi AK in dimensione 4

Escludendo il caso SD Ricci-piatto (caso 2 precedente)

Teorema di struttura

Ogni (M*, g,w;) AK con dim hol = 1 & localmente della forma

Mt =Cx X
9 = =fap(dz — wd2) © (dz — Wdz) + g5
wy=+30dz ANdZ+ws (AK)
wy=—Lidz A OZ +ws (Kahler)

ove
z € la coordinata di C,

(X, 9=, ws) € una superficie di Riemann,
w:X — D= {|z| <1} & olomorfa tale che U—f% sia piatta (per un
a € Q opportuno)




Deformando Calabi

Dato qls fibrato Hermitiano in rette L — (X, gx) su una superficie di
Riemann, esiste (go, Jo) Kéhler su TL* =V & H Calabi 82

» Cambiando l'orientazione delle fibre V, 3 OCS Iy
(~ twistor space, cf. Eells-Salamon 86)

Siaw: X — Dolomorfa,e T € End TL* dato da

Rew Imw
T"’(Imw —Rew)’ Tin = 0.

» Definisco una deformazione di (go, Jo, b):
Jw=(1-T)o(1-T)"
w=(1-=T)(1-T)"
gu() =go((1+T)(A=T)"")

Notare che wy, = wy, , wi, = wy,



Siano (R?, go, Jo) la struttura piatta standard e (Z, hy, I) Kéhler.
Deformo il prodotto con w : Z — D olomorfa (non loc. costante):

Proposizione

Q@ (M=R2x Z,g=(go+ ho)w) & localmente irriducibile
QJ= (Jo + IO)w e Kahler, | = (—Jo + /o)w e AKj
NB: g Einstein <= Ansatz di Gibbons-Hawking

Punto chiave per I'iterazione:

Se (Z.9z, Iz) Kéhler ha forma di Ricci (dlod)In(1 — |w|?) per una
certaw : Z — D olomorfa,

— la construzione di Calabi deformata (Z',g’, I') ha Ricci dello
stesso tipo, dopo aver sollevato w a Z' — D.
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Esempi AKE in dimensione 2m

Sia (X, g5, Is) una superficie di Riemann, w : ¥ — D olomorfa non
costante:

Se (1 — |w|?)~'gsx & piatta, iterando opportunamente la costruzione
m — 1 volte si perviene a (M?™, g, J, I) Kahler e AK3, su cui un toro
Tm—1 agisce per isometrie olomorfe locali.

famiglia Il

Sia (1 — |w|?)~™gs piatta. Iterando la costruzione deformata, ogni
passo (Zx, gk, Ix) ha forma di Ricci

2k (dled)in(1 — |w/?).

Quindi (Z, gk, Ik) € AKs e possiede k Killing olomorfi locali che
commutano.
Inoltre (Zn, gm, Im) is Ricci-piatta (AKE).
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