
Su una generalizzazione delle
varietà di contatto

1 Definizioni preliminari

Una f -struttura su una varietà differenziabile M è un campo tensoriale ϕ di
tipo (1,1) di rango costante tale che ϕ3 + ϕ = 0. Si prova che il rango di ϕ è
pari e si pone rankϕ = 2n. Si parla di f -struttura con nucleo parallelizzabile
(brevemente f.pk-struttura) quando esistono s campi vettoriali ξ1, . . . , ξs su
M che parallelizzano il nucleo della f -struttura, ovvero tali che

kerϕ =< ξ1, . . . , ξs > .

Naturalmente in questo caso la dimensione di M è 2n+s. Si indicano con D
la distribuzione Im(ϕ), e con η1, . . . , ηs le forme duali dei campi ξ1, . . . , ξs. Si
ha ovviamente:

• ηi(ξj) = δi
j

• TM = D⊕ < ξ1, . . . , ξs >

• Imϕ =
⋂s

i=1 kerη
i

• ϕ2 = −I +
∑s

i=1 ηi ⊗ ξi.

Si prova che su una f.pk-varietà esiste sempre una metrica g compatibile,
ovvero tale che

g(ϕX, ϕY ) = g(X, Y )−
s∑

i=1

ηi(X)ηi(Y ).
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Fissata una di tali metriche, la struttura (ϕ, ξi, η
j, g), i, j = 1, . . . , s, viene

chiamata f.pk-struttura metrica sulla varietà M . Si può anche dire che
(M, ϕ, ξi, η

j, g) è una f.pk-varietà metrica. È immediata conseguenza delle
definizioni che in una f.pk-varietà metrica le distribuzioni D e < ξ1, . . . , ξs >
sono ortogonali fra loro. Naturalmente per s = 1 si ha una varietà di quasi
contatto metrica: in questo senso si tratta di una generalizzazione delle va-
rietà di contatto. Si osservi che nel caso in esame, la dimensione 2n+s della
varietà può essere pari oppure dispari. Negli anni ‘60 del secolo scorso si
trovano lavori sulle f -strutture, per esempio di K. Yano (cf. [26, 27]). Agli
inizi degli anni ‘70 compaiono i primi lavori sulle f.pk-varieà (cf. [2, 16, 17]),
chiamate in altro modo. In particolare, in [2], sono state definiti tre diversi
tipi di f.pk-strutture:

• K-strutture

• C-strutture

• S-strutture.

Si considerano su una f.pk-varietà: la 2-forma fondamentale F = g(−, ϕ−)
ed il tensore Nϕ = [ϕ, ϕ]+2

∑s
i=1 dηi⊗ξi. Una f.pk-varietà tale che Nϕ = 0 si

dice normale. Una f.pk-struttura normale con 2-forma fondamentale chiusa
viene chiamata K-struttura. Tra le proprietà delle K- strutture provate in
[1], si ricorda, per esempio, che i campi ξ1, . . . , ξs sono tutti di Killing e che
[ξi, ξj] = 0, per ogni i, j = 1, . . . , s. Segue che la distribuzione < ξ1, . . . , ξs >
è integrabile. Alcune proprietà delle fogliazioni definite da tali distribuzioni
integrabili sono state studiate in [12]. Si osserva che per s = 1 una K-varietà
non è altro che una varietà quasi Sasakiana (cf., ad esempio, [1, 25, 18, 19]).
Riguardo le K-strutture, si segnala anche [13].

Una C-struttura su M è una K-struttura (ϕ, ξi, η
j, g), i, j = 1, . . . , s tale

che le forme η1, . . . ηs siano chiuse. Una C-struttura è una struttura cosim-
plettica nel caso s = 1. Le C-strutture possono essere caratterizzate come
K-strutture nelle quali la 2-forma fondamentale F è parallela rispetto alla
connessione di Levi-Civita ∇ di g o, equivalentemente, la f -struttura ϕ è
parallela, sempre rispetto a ∇. In [2] è provato un teorema di decompo-
sizione locale: una C-varietà è localmente prodotto di una varietà di Kähler
di dimensione 2n e di un gruppo di Lie abeliano di dimensione s.

In [23] sono definite le almost C-varietà, che sono f.pk-varietà con F e
η1, . . . ηs chiuse. In altri termini si tratta di C-varietà non-normali.
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Le S-varietà sono K-varietà tali che dη1 = · · · = dηs = F . Il caso s = 1
corrisponde alle strutture di Sasaki. Un esempio di S-struttura è fornito da
D. E. Blair in [2]: egli prova che il fibrato toroidale π : M → N su una varietà
di Kähler N di dimensione 2n, con 2-forma fondamentale Ω e con forma di
connessione γ = (η1, . . . , ηs) a valori nell’algebra di Lie tale che dηi = π∗Ω, è
una S-varietà.

Se non si richede la normalità della struttura, si hanno le almost S-
strutture, ovvero f.pk-strutture metriche con la condizione dη1 = · · · = dηs =
F . Il caso s = 1 corrisponde alle strutture metriche di contatto. In [10] si
trovano esempi di almost S-varietà che non sono S-varietà. La definizione
di almost S-varietà è stata data in [15]. In realtà alcune proprietà di queste
varietà erano già state studiate in [7].

2 Ancora un teorema di Darboux

In [9] si è provata l’esistenza e l’unicità di campi vettoriali ξ1, . . . , ξs di tipo
Reeb su una varietà M di dimensione 2n+s munita di 1-forme η1, . . . , ηs tali
che dη1 = · · · = dηs := F sia una 2-forma di rango costante 2n, dη1 ∧ · · · ∧
dηs∧F n 6= 0 e con la condizione che ξiyF = 0. I campi ξ1, . . . , ξs verificano le
condizioni ηi(ξj) = δi

j e [ξi, ξj] = 0, per ogni i, j = 1, . . . , s (cf. anche [6]). Di
conseguenza esiste su M una almost S-struttura (ϕ, ξi, η

j, g) su M , avente F
come 2-forma fondamentale (vedi Teorema 3.1 di [9]).

Come applicazione di questo risultato si ottiene il seguente esempio.

Esempio 2.1. Siano (x1, . . . , xn, y1, . . . , yn, z1, . . . , zs) le coordinate standard
su M := R2n+s. Per ogni i = 1, . . . , s si considerano le 1-forme

ηi :=
1

2

(
dzi −

n∑
α=1

yαdxα

)
.

Si verifica che

η1 ∧ · · · ∧ ηs ∧ (dηi)n 6= 0, dη1 = · · · = dηs =
n∑

α=1

dxα ∧ dyα.

Inoltre, posto ξi := 2 ∂
∂zi si ha ηi(ξj) = δi

j, dηi(ξj, X) = 0, per ogni i, j ∈
{1, . . . , s}, X ∈ Γ(TR2n+s). Quindi ξ1, . . . , ξs sono gli unici s campi vettoriali
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previsti nel teorema Teorema 3.1 di [9]. La metrica Riemanniana è data da

g :=
s∑

i=1

(ηi)2 +
1

4

n∑
α=1

(dxα)2 + (dyα)2.

La matrice di g rispetto alla base canonica è

1

4

A 0 B
0 In 0
Bt 0 Is


dove Aαβ = δαβ + syαyβ, Bαi = −yα, α, β ∈ {1, . . . , n}, i ∈ {1, . . . , s} e
In, Is sono le matrici identiche di ordine n e s, rispettivamante. La matrice
inversa è  In 0 −B

0 In 0
−Bt 0 C


dove, per ogni i, j = 1, . . . , s, Cij = δij +

∑n
α=1(y

α)2. La f -struttura ϕ è data
dalla matrice  0 In 0

−In 0 0
0 Bt 0

 .

(M, ϕ, ξi, η
j, g), (i, j = 1, . . . , s) è una almost S–varietà. Si verifica anche che

Nϕ = 0 e quindi (M, ϕ, ξi, η
j, g) è una S-varietà. Si osserva che i campi

2(
∂

∂x1
+ y1ξ), . . . , 2(

∂

∂xn
+ ynξ), 2

∂

∂y1
, . . . , 2

∂

∂yn
,

dove ξ =
∑s

j=1 ξj, sono una base di D. In effetti questi campi, insieme con
ξ1, . . . , ξs formano una ϕ-base, cioè sono ortonormali e

ϕ

(
∂

∂x1
+ y1ξ

)
=

∂

∂y1
, . . . , ϕ

(
∂

∂xn
+ ynξ

)
=

∂

∂yn
.

Questo esempio generalizza l’esempio di struttura Sasakiana su R2n+1

pubblicato proprio da Sasaki (cf. [24]).
Anche per le almost S-varietà vale un teorema di tipo Darboux (cf [6]) che
si enuncia in questi termini:
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Teorema 2.1. Sia M una varietà di dimensione 2n+s sulla quale esistano
s 1-forme η1, . . . , ηs tali che dη1 = · · · = dηs := F sia una 2-forma di rango
costante 2n e dη1 ∧ · · · ∧ dηs ∧ F n 6= 0. Allora esistono coordinate locali
(x1, . . . , xn, y1, . . . , yn, z1, . . . , zs) tali che

ηi = dzi −
s∑

α=1

yαdxα.

Quest’ultimo teorema assicura che in un certo senso localmente una almost
S-varietà è del tipo dell’esempio 2.1.

3 Curvatura

Se si munisce R2n+1 della struttura Sasakiana di [24] si ottiene un esempio
di varietà di Sasaki con curvatura ϕ–sezionale costante -3. Inoltre in [21] è
stato provato che R2n+1 con la struttura definita da Sasaki è una varietà η-
Einstein. Al contrario R2n+s, per s > 1, con la struttura dell’esempio 2.1 non
ha curvatura ϕ–sezionale costante ne’ è una varietà η-Einstein (cf. [9]). Per
provare queste affermazioni, si devono determinare le componenti del tensore
di curvatura. Per generici indici i, j, r si pone, con notazioni standard,

Gr
ij =

1

2

(
∂grj

∂xi
+

∂gir

∂xj
− ∂gij

∂xr

)
.

Usando le lettere greche α, β, . . . come indici relativi a x1, . . . , xn, le lettere
greche asteriscate α∗, β∗, . . . come indici relativi a y1, . . . , yn, e le lettere
dell’alfabeto i, j, k . . . come indici relativi a z1, . . . , zs, si trova

Gα
βγ∗ =

1

8

(
δβγy

α + δαγy
β
)
; Gα∗

βγ = −1

8

(
δαβyγ + δαγy

β
)
;

Gα∗

iβ =
1

8
δαβ; Gi

αβ∗ = −1

8
δαβ; Gα

iβ∗ = −1

8
δαβ;

le altre Gr
ij sono nulle. Si deduce che i simboli di Christoffel non nulli sono:

Γα
βγ∗ =

1

2
δαγy

β; Γα∗

βγ = −1

2

(
δαβyγ + δαγy

β
)
; Γα

β∗i = −1

2
δαβ;

Γi
αβ∗ =

1

2

(
yαyβ − δαβ

)
; Γi

jα∗ = −1

2
yα; Γα∗

βi =
1

2
δαβ.
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Quindi le componenti non nulle del tensore di curvatura Riemanniana sono :

Rαβγδ =
1

16
(δαγy

βyδ − δαδy
βyγ − sδγβyαyδ + sδβδy

αyγ)

Rα∗β∗γδ =
1

16
((s− 1)

(
δαγy

βyδ − δαδy
βyγ
)

+ s(δαδδγβ − δβδδαγ));

Rαβ∗γ∗δ =
1

16

(
2δαβδγδ + sδβδδαγ − sδβγy

αyδ
)
; Riβ∗γ∗δ =

1

16
δβγy

δ;

Rαijδ = − 1

16
δαδ; Riβγδ =

1

16

(
δβγy

δ − δβδy
γ
)
; Rα∗ijδ∗ = − 1

16
δαδ.

Si ricava, per esempio, che la curvatura ϕ–sezionale dei piani generati da{
∂

∂yα , ϕ( ∂
∂yα )

}
, per ogni α ∈ {1, . . . , n}, è

−2− s + s(s− 1)(yα)2.

Quindi la curvatura ϕ–sezionale di M non è costante. Le componenti del
tensore di Ricci sono

Rαβ =
1

2
(snyαyβ − δαβ) +

1

4
((s− 1)yαyβ + (s− 1)2δαβ

n∑
ρ=1

(yρ)2);

Rα∗β∗ =
1

4
δαβ

(
−2 + s(s− 1)

n∑
ρ=1

(yρ)2

)
; Rαβ∗ = 0,

Rαi = −1

2
nyα +

1

4
(1− s)yα; Rij =

1

2
n, Rα∗i = 0.

Confrontando con (1.12) di [20], si conclude che R2n+s non è η-Einstein,
quando s > 1.

Nello studio delle almost S-varietà si usano molto le proprietà dei tensori
hi = 1

2
Lξi

ϕ. Essi sono simmetrici rispetto a g e verificano, tra le altre, le
seguenti proprietà (cf [7, 15]):

1. hi(ξj) = 0, ηj ◦ hi = 0 per ogni i, j = 1, . . . , s

2. ∇Xξi = −ϕX − ϕhi(X), per ogni i = 1, . . . , s, X ∈ Γ(TM),

3. fissato i = 1, . . . , s, si ha: ξi è di Killing ⇔ hi = 0
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4. RξiXξj − ϕ(RξiϕXξj) = 2((hj ◦ hi)X + ϕ2X) per ogni i, j = 1, . . . , s,
X ∈ Γ(TM).

Da (2) si ha ∇ξi
ξj = 0 per ogni i, j = 1, . . . , s; se poi M è una S-varietà,

allora i campi ξ1, . . . , ξs sono di Killing (cf. [1]): quindi da (2) e (3) segue
che ∇Xξi = −ϕX, per ogni i = 1, . . . , s, X ∈ Γ(TM).

In [8] sono provati i seguenti risultati

• Qξi = 2nξ̄, dove Q è l’operatore di Ricci e ξ̄ =
∑s

i=1 ξi

• Q ◦ ϕ = ϕ ◦Q, valida solo se vale la normalità

• fissato i = 1, . . . , s, si ha: ξi è di Killing ⇔ per ogni X ∈ Γ(TM)
RξiXξi = ϕ2X.

È noto che la formula

(∇Xϕ)Y = g(X, Y )ξ − η(Y )X (3.1)

è caratterizzante per le varietà di Sasaki, nel senso che una varietà metrica
di quasi contatto è di Sasaki se e soltanto se vale (3.1). Nel caso più generale
di una S-varietà M2n+s si ha (cf [7])

(∇Xϕ)Y = g(ϕX, ϕY ) + η̄(Y )ϕ2(X), (3.2)

essendo η̄ la 1-forma duale di ξ̄. Viceversa (cf [8]), se su una f.pk-varietà
metrica M2n+s vale (3.2) ed inoltre, per ogni i, j = 1, . . . , s, Lξi

ηj = 0 e
ξi è di Killing, allora si tratta di una S-varietà. In particolare, se M2n+s è
una almost S-varietà tale che (3.2) sia verificata e ξ1, . . . , ξs siano di Killing,
allora M2n+s è una S-varietà: infatti in una almost S-varietà è sempre vero
che per ogni i, j = 1, . . . , s, Lξi

ηj = 0.
Nel 1976 D.E.Blair ha provato che non ci sono varietà metriche di contatto

di dimensione 2n+1, n≥2 che siano piatte ed ha trovato un esempio di varietà
metrica di contatto piatta di dimensione 3 (cf. [2]). L’esempio è il seguente:

Esempio 3.1. Si considerano: M0 = R3 con le sue coordinate standard
(x, y, z) ed i seguenti oggetti geometrici su M0

• la metrica Riemanniana

h0 :=
1

4
gcan

dove gcan è la metrica standard piatta su M0
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• i campi vettoriali

ξ0 = 2 cos(z)
∂

∂x
+ 2 sin(z)

∂

∂y
,

X0 = −2 sin(z)
∂

∂x
+ 2 cos(z)

∂

∂y
, Y0 = 2

∂

∂z

che sono ortonormali rispetto ad h0

• la 1-forma

η0 :=
cos(z)

2
dx +

sin(z)

2
dy,

• l’endomorfismo ϕ0 ∈ End(TM0) tale che

ϕ0(Y0) = −X0, ϕ0(X0) = Y0, ϕ0(ξ0) = 0.

Si ha:

dη0 =
sin(z)

2
dx ∧ dz − cos(z)

2
dy ∧ dz.

(M0, ξ0, η0, F0, h0) risulta essere una varietà metrica di contatto, cioè F0 =
dη0, F0 2-forma fondamentale associata a h0 e ϕ0. Ovviamente la curvatura
sezionale di h0 è 0.

Il teorema che segue (cf. [14]) generalizza, in dimensione 2n + s, s ≥ 2, il
teorema di Blair.

Teorema 3.1. Sia (M2n+s, ϕ, ξi, η
j, g), i, j = 1, . . . , s una almost S-varietà

metrica, con n≥2. Allora M non può essere piatta.

In [14] è esibito il seguente esempio di varietà di dimensione 2+s piatta.

Esempio 3.2. Si considera l’azione φ : R × M0 → M0 del gruppo di Lie
G := R su M0 cos̀ı definita:

φ(t, (x, y, z)) =
(
x + 2t cos(z), y + 2t sin(z), z

)
.

Si può osservare che l’azione di φ conserva tutte le strutture assegnate su
M0, ovvero per ogni t ∈ G si ha

(φt)
∗h0 = h0, (φt)∗ξ0 = ξ0, (φt)

∗η0 = η0, (φt)
∗ϕ0 = ϕ0, (φt)

∗F0 = F0
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ed inoltre ξ0yF0 = 0. Poichè l’azione di φ è propria e libera, esiste una
struttura di varietà differenziabile sul quoziente

B0 := M0/G

in modo che π0 : M0 → B0 sia un fibrato principale con gruppo strutturale
G. Inoltre, poichè φ agisce per isometrie, c’è un’unica metrica Riemanniana
g0 su B0 tale che

π0 : (M0, h0) → (B0, g0)

sia una fibrazione Riemanniana. Dall’invarianza delle strutture segue che
F0 è proiettabile ad una 2-forma Ω0 su B0 e che ϕ0 è proiettabile ad una
struttura quasi complessa J0 su B0. (B0, g0, J0) è una superficie di Riemman
e la sua forma di Kähler è proprio Ω0; inoltre

π∗
0Ω0 = F0.

Siano M ′, B′ e B varietà differenziabili, π′ : M → B′ una fibrazione
localmente triviale, non necessariamente vettoriale e u : B → B′ un’applica-
zione differenziabile. Si può considerare il fibrato pull-back π : M → B in
modo che il diagramma

M
U−−−→ M ′

π

y yπ′

B
u−−−→ B′

commuti. U è l’applicazione tale che U(a, b) = b per ogni (a, b) ∈ M . Si ri-
corda che (a, b) ∈ M se e solo se u(a) = π′(b) e che la fibra standard del fibrato
pull–back coincide con la fibra standard di π′ : M ′ → B′ e l’applicazione U è
un diffeomorfismo quando ristretto alle fibre. M è una ”embedded subman-
ifold” di B ×M ′.
Si suppone ora che (M ′, h′), (B′, g′) siano varietà Riemanniane, che π′ :
(M ′, h′) → (B′, g′) sia una una fibrazione Riemanniana, e che u : B → B′ sia
un’immersione totalmente geodetica. Si pone

h := c · U∗h′, g := c · u∗g′,

dove c è una costante positiva. I campi tensoriali g, h sono metriche Rieman-
niane su B e M , rispettivamente. Si verifica che la fibrazione π : (M, h) →
(B, g) è Riemanniana; inolte si trova la relazione tra le connessioni di Levi-
Civita delle metriche coinvolte e se ne deduce il seguente risultato
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Proposizione 3.1. Se (M ′, h′) ha curvatura sezionale costante K ′ allora
(M, h) ha curvatura sezionale costante 1

c
K ′; in particolare se (M ′, h′) è piatta,

allora anche (M, h) lo è.

Per estendere l’esempio ad una f.pk-struttura, si fissa un intero positivo
s e si pone

M ′ :=

s︷ ︸︸ ︷
M0 × · · · ×M0, B′ :=

s︷ ︸︸ ︷
B0 × · · · ×B0, π′ :=

s︷ ︸︸ ︷
π0 × · · · × π0 .

Ciascuna delle varietà M ′ e B′ ha una struttura naturale di prodotto Rieman-
niano h′ e g′ rispettivamente e quindi la proiezione π′ : (M ′, h′) → (B′, g′) è
una fibrazione Riemanniana. Si pone

B := B0

e si considera l’applicazione diagonale u : B → B′ tale che per ogni x ∈ B si
abbia

u(x) = (x, . . . , x) ∈ B′.

u è un’ immersione e quindi si può costruire il fibrato pull-back π : M → B
del fibrato π′ : M ′ → B′ tramite l’applicazione u : B → B′. Inoltre esiste
l’applicazione U : M → M ′ tale che il diagramma

M
U−−−→ M ′

π

y yπ′

B
u−−−→ B′

sia commutativo. M può essere descritta come segue

(a, b1, . . . , bs) ∈ M ⇔ u(a) = π′(b1, . . . , bs) ⇔ a = π0(b1) = · · · = π0(bs)

ed inoltre U(a, b1, . . . , bs) = (b1, . . . , bs) per ogni (a, b1, . . . , bs) ∈ M . Posto
c = 1

s2 , si definiscono le seguenti metriche Riemanniane

h :=
1

s2
U∗h′, g :=

1

s2
u∗g′

su M e B, rispettivamente. Dalla costruzione generale del fibrato pull-back
segue che π : (M, h) → (B, g) è una fibrazione Riemanniana. Inoltre

g =
1

s
g0,
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h((v, X1, . . . , Xs), (w, Y1, . . . , Ys)) =
1

s2

(
h′(X1, Y1) + · · ·+ h′(Xs, Ys)

)
.

Si definiscono:

• per ogni k = 1, . . . , s la 1-forma su M

ηk :=
1

s
(Pk ◦ U)∗η0,

dove Pk : M ′ → M0 è la proiezione sulla k-ma componente,

• la 2-forma su B

Ω :=
1

s
Ω0.

Si verifica che dηk = π∗Ω. e quindi per il Teorema 3.1 di [9], già menzionato,
esiste su M un’almost S-struttura (ϕ, ξi, η

j, h), i, j = 1, . . . , s. Poichè (M ′, h′)
è piatta si ha che (M, h) è anch’essa piatta (cf. Proposizione 3.1) e dim M =
2 + s. Quindi questo esempio dimostra che l’ipotesi n > 1 è necessaria nel
Teorema 3.1.

In [22] Z. Olaszak ha provato che se una varietà metrica di contatto di
dimensione maggiore o uguale a 5 ha curvatura sezionale costante c, allora
c = 1 e la varietà è Sasakiana. Questo teorema non può essere generalizzato
al caso di una almost S-varietà (M, ϕ, ξi, η

j, g), i, j = 1, . . . , s di dimensione
2n+s, n ≥ 2, s ≥ 2, perchè in questo caso∇ξi

ξj = 0 e, quindi, se la curvatura
sezionale fosse costante, sarebbe nulla, contro il Teorema 3.1.

I risultati che seguono generalizzano alcuni Teoremi provati da Z.Olszak
in [22]. In una S-varietà M2n+s, n ≥ 2, s ≥ 2, vale l’uguaglianza:

‖∇ϕ‖ = 4ns. (3.3)

Viceversa, se M2n+s è una almost S-varietà nella quale (3.3) è verificata e
per di più i campi ξ1, . . . , ξs sono di Killing, allora M è una S-varietà. Il
corrispondente Teorema di Z.Olszak afferma invece che una varietà metrica
di contatto M2n+1, n ≥ 2, è Sasakiana se e soltanto se ‖∇ϕ‖ = 4n.

Un’altra disuguaglianza valida in una almost S-varietà M2n+s, n ≥ 2, è
la seguente

S∗ − S + 4n2s ≥ 0. (3.4)

Inoltre sussiste l’uguaglianza se e soltanto se M è una S-varietà. In (3.4) S∗

è la curvatura ∗-scalare, cioè S∗ =
∑s

i,j=1 g(REiEj
ϕEj, ϕEi), {E1, . . . , E2n+s}
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base ortonormale. Questo risultato segue dall’identità S∗ − S + 4n2s =
1
2
(‖∇ϕ‖ − 4ns) +

∑s
i=1 tracehi.

In [1] D.E.Blair ha provato che il fibrato toroidale π : M → N su una
varietà di Kähler N di dimensione 2n, con curvatura olomorfa costante K,
2-forma fondamentale Ω e forma di connessione γ = (η1, . . . , ηs) a valori
nell’algebra di Lie tale che dηi = π∗Ω, è una S-varietà con curvatura ϕ-
sezionale costante H = K − 3

4
s.

In [10] si è provato che se M2n+s, n ≥ 2 è una almost S-varietà con
curvatura ϕ-sezionale costante H allora la curvatura scalare S verifica la
seguente disuguaglianza

S ≤ n(n + 1)H + ns(3n + 1) (3.5)

e vale l’uguaglianza se e soltanto se M è una S-varietà.
Si osservi che ponendo s = 1 in (3.4) e (3.5) si riottengono i risultati di
Z.Olszak.
Molto più complicata rispetto al caso di contatto è la seguente disuguaglianza
che riguarda la curvatura scalare di una almost S-varietà M2n+s, n ≥ 2,
conformemente piatta:

S ≤ 4n(n− 1)(2n + s)(2n + s− 1)

4n2 + 4ns− 8n + s2 − 5s + 4
. (3.6)

Inoltre l’uguaglianza sussiste se e soltanto se M è una S-varietà. Nel caso
s = 1 (3.6) si riduce semplicemente a S ≤ 2n(2n + 1) e vale l’uguaglianza se
e solo se la M è Sasakiana.

Si conclude evidenziando che esistono S-varietà di dimensione pari che
non ammettono una struttura di Kähler (per esempio U(2), cf. [11]): per-
tanto esistono varietà sulle quali una S-struttura è la migliore struttura che
si possa avere.
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(1977), pp. 227-233

[19] S.Kanemaki: On quasi-Sasakian manifolds, Banach Canter Pubblica-
tions, Vol.12, (1984), pp. 97-125

[20] M. Kobayashi, S. Tsuchiya: Invariant submanifolds of an f -manifold
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