Su una generalizzazione delle
varieta di contatto

1 Definizioni preliminari

Una f-struttura su una varieta differenziabile M ¢ un campo tensoriale ¢ di
tipo (1,1) di rango costante tale che ¢* + ¢ = 0. Si prova che il rango di ¢ &
pari e si pone rankp = 2n. Si parla di f-struttura con nucleo parallelizzabile
(brevemente f.pk-struttura) quando esistono s campi vettoriali &, ..., & su
M che parallelizzano il nucleo della f-struttura, ovvero tali che

kerp =< &p,...,& > .

Naturalmente in questo caso la dimensione di M e 2n+s. Si indicano con D
la distribuzione Im(¢), e con ', ..., n* le forme duali dei campi &, ..., &. Si
ha ovviamente:

o 1'(&) =0

o« TM =D& <&,....6>
e Imp =();_, kern?

o =1+ n®&

Si prova che su una f.pk-varieta esiste sempre una metrica g compatibile,
ovvero tale che

9(pX,Y) = g(X,Y) — Z 7' (X' (V).



Fissata una di tali metriche, la struttura (o,&,7°,9), 4,5 = 1,...,s, viene
chiamata f.pk-struttura metrica sulla varieta M. Si puo anche dire che
(M, p,&,17,g) & una f.pk-varieta metrica. E immediata conseguenza delle
definizioni che in una f.pk-varieta metrica le distribuzioni D e < &,...,& >
sono ortogonali fra loro. Naturalmente per s = 1 si ha una varieta di quasi
contatto metrica: in questo senso si tratta di una generalizzazione delle va-
rieta di contatto. Si osservi che nel caso in esame, la dimensione 2n+s della
varieta puo essere pari oppure dispari. Negli anni ‘60 del secolo scorso si
trovano lavori sulle f-strutture, per esempio di K. Yano (cf. [26, 27]). Agli
inizi degli anni ‘70 compaiono i primi lavori sulle f.pk-variea (cf. [2, 16, 17]),
chiamate in altro modo. In particolare, in [2], sono state definiti tre diversi
tipi di f.pk-strutture:

o [C-strutture
o C-strutture
o S-strutture.

Si considerano su una f.pk-varieta: la 2-forma fondamentale F' = g(—, ¢—)
ed il tensore N, = [@, ¢]+2>°7 | dn'®&;. Una f.pk-varieta tale che N, = 0 si
dice normale. Una f.pk-struttura normale con 2-forma fondamentale chiusa
viene chiamata K-struttura. Tra le proprieta delle - strutture provate in
[1], si ricorda, per esempio, che i campi &1, ..., & sono tutti di Killing e che
:,&] =0, per ogni ¢,j =1,...,s. Segue che la distribuzione < &,...,& >
¢ integrabile. Alcune proprieta delle fogliazioni definite da tali distribuzioni
integrabili sono state studiate in [12]. Si osserva che per s = 1 una K-varieta
non e altro che una varieta quasi Sasakiana (cf., ad esempio, [1, 25, 18, 19]).
Riguardo le K-strutture, si segnala anche [13].

Una C-struttura su M & una K-struttura (¢, &, 17, g), 4,5 = 1,...,s tale
che le forme n',...n° siano chiuse. Una C-struttura ¢ una struttura cosim-
plettica nel caso s = 1. Le C-strutture possono essere caratterizzate come
IC-strutture nelle quali la 2-forma fondamentale F' & parallela rispetto alla
connessione di Levi-Civita V di ¢ o, equivalentemente, la f-struttura ¢ e
parallela, sempre rispetto a V. In [2] & provato un teorema di decompo-
sizione locale: una C-varieta ¢ localmente prodotto di una varieta di Kahler
di dimensione 2n e di un gruppo di Lie abeliano di dimensione s.

In [23] sono definite le almost C-varieta, che sono f.pk-varieta con F' e

nt,...n° chiuse. In altri termini si tratta di C-varieta non-normali.



Le S-varieta sono K-varieta tali che dn' = --- =dn®* = F. Tl caso s = 1
corrisponde alle strutture di Sasaki. Un esempio di S-struttura e fornito da
D. E. Blair in [2]: egli prova che il fibrato toroidale 7 : M — N su una varieta
di Kahler N di dimensione 2n, con 2-forma fondamentale {2 e con forma di
connessione v = (n',...,n*) a valori nell’algebra di Lie tale che dn’ = 7*Q, ¢
una S-varieta.

Se non si richede la normalita della struttura, si hanno le almost S-
strutture, ovvero f.pk-strutture metriche con la condizione dnt = - - - = dn® =
F. 1l caso s = 1 corrisponde alle strutture metriche di contatto. In [10] si
trovano esempi di almost S-varieta che non sono S-varieta. La definizione
di almost S-varieta & stata data in [15]. In realta alcune proprieta di queste
varieta erano gia state studiate in [7].

2 Ancora un teorema di Darboux

In [9] si & provata 'esistenza e 'unicita di campi vettoriali &, ..., & di tipo
Reeb su una varieta M di dimensione 2n + s munita di 1-forme !, ..., 7°® tali
che dnt = --- = dn® := F sia una 2-forma di rango costante 2n, dn' A --- A

dn®* NF™ 2 0 e con la condizione che &J1F = 0. I campi &, ..., & verificano le
condizioni 7*(§;) = 0% e [£;,&5] = 0, per ogni 4,5 = 1,...,s (cf. anche [6]). Di
conseguenza esiste su M una almost S-struttura (¢, &;, nj, g) su M, avente F
come 2-forma fondamentale (vedi Teorema 3.1 di [9]).

Come applicazione di questo risultato si ottiene il seguente esempio.

Esempio 2.1. Siano (z!,..., 2" y', ..., y" 2!, ..., 2%) le coordinate standard
su M :=R?**5 Per ognii=1,...,s si considerano le 1-forme

7 1 7 - (e a
n ::§<dz —Z:ly dx )
Si verifica che
A AR A (dn)t £ 0, dnlz...:dﬁ:Zdaj’a/\dya.
a=1

Inoltre, posto & = 25% si ha 7'(§;) = &, dn'(&;, X) = 0, per ogni 4,j €

{1,...,s}, X € T(TR*"$). Quindi &, ..., &, sono gli unici s campi vettoriali




previsti nel teorema Teorema 3.1 di [9]. La metrica Riemanniana ¢ data da

S n

9= D0+ § D) + ()

=1 a=1

La matrice di g rispetto alla base canonica e

1 A 0 B
1 0 I, O
Bt 0 I

dove Ans = dup + sy°y°, Bai = —y%, «, B € {l,....n},i € {l,...,s} e
I, I, sono le matrici identiche di ordine n e s, rispettivamante. La matrice
inversa e

I, 0 -B
0 I, O
-B* 0 C

dove, per ogni i,j =1,...,s, C;; = &;; + Y o_,(y*)*. La f-struttura ¢ & data
dalla matrice

0 I, O
I, 0 O
0 B" 0

(M, p,&,m,9), (i,7 =1,...,s) ¢ una almost S—varieta. Si verifica anche che
N, =0 e quindi (M, p,&, 77, g) & una S-varieta. Si osserva che i campi

0 — 0 — 0 0
2= +9'€),...,.2(z— +9"0), 2=, ...,2—
(aml + y 5)7 7 (8xn + y 5)7 ayl Y ) 8yn7
dove & = Z;:l &j, sono una base di D. In effetti questi campi, insieme con
&1, ..., & formano una ¢-base, cioe sono ortonormali e
0 1= 0 0 - 0
(o v®) =g o (amvE) o

Questo esempio generalizza 'esempio di struttura Sasakiana su R2?%*!
pubblicato proprio da Sasaki (cf. [24]).
Anche per le almost S-varieta vale un teorema di tipo Darboux (cf [6]) che
si enuncia in questi termini:



Teorema 2.1. Sia M una varieta di dimensione 2n+s sulla quale esistano

s I-forme 0, ... ,n° tali che dn* = --- = dn® := F sia una 2-forma di rango
costante 2n e dn* A --- Adn* AN F™ #£ 0. Allora esistono coordinate locali
(b, . a™ gty 2 2%) tali che

N =dz' — zs:yadxa.
a=1

Quest’ultimo teorema assicura che in un certo senso localmente una almost
S-varieta e del tipo dell’esempio 2.1.

3 Curvatura

Se si munisce R*"*! della struttura Sasakiana di [24] si ottiene un esempio
di varieta di Sasaki con curvatura ¢-sezionale costante -3. Inoltre in [21] ¢
stato provato che R?"™! con la struttura definita da Sasaki ¢ una varieta 7-
Einstein. Al contrario R?"*, per s > 1, con la struttura dell’esempio 2.1 non
ha curvatura ¢-sezionale costante ne’ ¢ una varieta n-Einstein (cf. [9]). Per
provare queste affermazioni, si devono determinare le componenti del tensore
di curvatura. Per generici indici ¢, 7,7 si pone, con notazioni standard,

o L (0gr; 09y  Ogi
“i=3 (axi o o)

L. ., z", le lettere

Usando le lettere greche o, (3, ... come indici relativi a x
greche asteriscate o, 3*,... come indici relativi a y*,...,y", e le lettere
dell’alfabeto i, 7,k ... come indici relativi a 2%, ..., 2%, si trova

« 1
Gg <5ﬁ’yya + 5a'yy/6) ; gy = _g (5aﬁyry + 5a'yyﬁ) )

ool —

Cal

1 . 1

a* ]. Z - -

le altre G7; sono nulle. Si deduce che i simboli di Christoffel non nulli sono:

1 " 1 1
o 3. a* BY . a .
By = E(Sowy ) Fﬁ’y = —5 (5aﬂy'y + (Soz'yy ) ) F,@*Z = _550157

) 1 a a* 1
yﬁ - 504/3) ) Pja* = _Ey ; Bi — §5O‘ﬁ'

a

i 1
Fa,@’* = 5 (y



Quindi le componenti non nulle del tensore di curvatura Riemanniana sono :

1 @ @
Raﬁ'yé = 1_6(5a'yyﬁy6 - §a5yﬁy’y - Sé’yﬂy y(; + 56[353/ y’y>

1
Rorprnys = 1—6((5 — 1) (6ay¥"y" = 0sy’y") + 5(0asdys — 6gs0ar));

1 . 1

Ropgeyrs = 6 (2608045 + 03500 — 505,y y‘;) i Rigeyrs = 1—66573/5;
R"az—i5 5 R azi(fs Y’ —0psy”) ; R*--s*:—iéa
] ].6 @0 i3y ].6 By B ’ ar] 16 Qo

Si ricava, per esempio, che la curvatura p-sezionale dei piani generati da

{%aw(%)}a perogni a € {1,...,n}, &
—2— s+ s(s—1)(y*).

Quindi la curvatura p-sezionale di M non e costante. Le componenti del
tensore di Ricci sono

1 1 n
Rop = 5 (snyy” — dag) + 5 ((s = Dy’ + (s — 1)%as ) _(v")°);

p=1

1 n
Rocge = 70ap (—2 +s(s—1) Z(yp)2> i Rapr =0,

p=1
11 . 1
Ron' = —§ny + 1(1 — S)y ; Rij = 577,, Ra*i = 0.
Confrontando con (1.12) di [20], si conclude che R?*"™ non ¢ 7-Einstein,

quando s > 1.
Nello studio delle almost S-varieta si usano molto le proprieta dei tensori
h; = %ﬁ&.go. Essi sono simmetrici rispetto a g e verificano, tra le altre, le

seguenti proprieta (cf [7, 15]):
1. hi(&) =0, n?oh; =0 perogni i,j=1,...,s
2. Vx& =—pX —phi(X), perognii=1,...,s, X € (T M),

3. fissato i =1,...,s, si ha: & e di Killing < h; =0



4. Rex& — 0(Reipx&i) = 2((hj o hi)X + ¢*X) per ogni 4,7 = 1,...,s,
X e I(TM).

Da (2) si ha V¢,§ = 0 per ogni 4,j = 1,...,s; se poi M & una S-varieta,
allora i campi &y, ..., & sono di Killing (cf. [1]): quindi da (2) e (3) segue
che Vx& = —pX, perognii=1,...,s, X € T'(TM).

In [8] sono provati i seguenti risultati

e Q& =2n¢, dove Q ¢ Doperatore di Riccie £=37_ &
e (Jop=yo(, valida solo se vale la normalita

e fissato i = 1,...,s, si ha: & e di Killing < per ogni X € I'(T'M)
REini = 902X'

E noto che la formula
(Vxp)Y =g(X,Y)§ —n(Y)X (3.1)

e caratterizzante per le varieta di Sasaki, nel senso che una varieta metrica
di quasi contatto e di Sasaki se e soltanto se vale (3.1). Nel caso piu generale
di una S-varieta M?"*¢ si ha (cf [7])

(Vxp)Y = g(pX, oY) +7(Y)*(X), (3.2)

essendo 7 la 1-forma duale di €. Viceversa (cf [8]), se su una f.pk-varieta
metrica M?**** vale (3.2) ed inoltre, per ogni 4,7 = 1,...,s, Lgn; = 0 e
& ¢ di Killing, allora si tratta di una S-varieta. In particolare, se M?"+s &
una almost S-varieta tale che (3.2) sia verificata e &1, .. ., & siano di Killing,
allora M?"*s & una S-varieta: infatti in una almost S-varieta & sempre vero
che per ogni ¢,j =1,...,s, Lgn; = 0.

Nel 1976 D.E.Blair ha provato che non ci sono varieta metriche di contatto
di dimensione 2n+1, n>2 che siano piatte ed ha trovato un esempio di varieta
metrica di contatto piatta di dimensione 3 (cf. [2]). L’esempio ¢ il seguente:

Esempio 3.1. Si considerano: M, = R3 con le sue coordinate standard
(x,y, z) ed i seguenti oggetti geometrici su M,

e la metrica Riemanniana 1

hO = Z_Lgcan

dove gean € la metrica standard piatta su M

7



e i campi vettoriali

0 , 0
& = 2COS(Z)£ + QSIH(Z)a—y,

Xo= -2 sin(z)(% + 2608(2’)(%, Yo = 2%

che sono ortonormali rispetto ad hg

e la 1-forma

cos(z)

sin(z)
= ———dr + ——d
Mo 9 T+ 92 Y,

e l'endomorfismo ¢y € End(T'M,) tale che

vo(Yo) = —Xo, wo(Xo) = Yo, @o(&) = 0.

Si ha: _
sm(z)dx Ads — cos(z)

dno = dy N dz.

(Mo, &0, o, Fo, ho) risulta essere una varieta metrica di contatto, cioe Fy =
dno, Fy 2-forma fondamentale associata a hg e pg. Ovviamente la curvatura
sezionale di hg € 0.

Il teorema che segue (cf. [14]) generalizza, in dimensione 2n + s, s > 2, il
teorema di Blair.

Teorema 3.1. Sia (M*** o, &7, q), i,7 =1,...,s una almost S-varieta
metrica, con n>2. Allora M non puo essere piatta.

In [14] ¢ esibito il seguente esempio di varieta di dimensione 2+s piatta.

Esempio 3.2. Si considera 'azione ¢ : R x My — My del gruppo di Lie
G = R su My cosi definita:

o(t, (z,y,2)) = (2 + 2t cos(z),y + 2tsin(z), 2).

Si puo osservare che l'azione di ¢ conserva tutte le strutture assegnate su
My, ovvero per ogni t € G si ha

<¢t)*h0 = ho, (¢t)*§0 = o, (¢t)*770 = 7o, (¢t)*900 = o, (¢t)*F0 = Fy

8



ed inoltre & aFy = 0. Poiche l'azione di ¢ e propria e libera, esiste una
struttura di varieta differenziabile sul quoziente

BO = Mo/G

in modo che 7 : My — By sia un fibrato principale con gruppo strutturale
G. Inoltre, poiche ¢ agisce per isometrie, ¢’¢ un’unica metrica Riemanniana
go su By tale che

7o : (Mo, ho) — (Bo, 9o)

sia una fibrazione Riemanniana. Dall’invarianza delle strutture segue che
Fy e proiettabile ad una 2-forma )y su By e che ¢y ¢ proiettabile ad una
struttura quasi complessa Jy su By. (B, go, Jo) ¢ una superficie di Riemman
e la sua forma di Kahler e proprio €2y; inoltre

WSQO = Fo.

Siano M’, B’ e B varieta differenziabili, «’ : M — B’ una fibrazione
localmente triviale, non necessariamente vettoriale e u : B — B’ un’applica-
zione differenziabile. Si puo considerare il fibrato pull-back 7 : M — B in
modo che il diagramma

M 2w

B —— B
commuti. U ¢ I'applicazione tale che U(a,b) = b per ogni (a,b) € M. Si ri-
corda che (a,b) € M se e solo se u(a) = 7’(b) e che la fibra standard del fibrato
pull-back coincide con la fibra standard di 7’ : M’ — B’ e applicazione U &
un diffeomorfismo quando ristretto alle fibre. M ¢ una "embedded subman-
ifold” di B x M.
Si suppone ora che (M’ k'), (B',¢’) siano varieta Riemanniane, che 7’ :
(M', 1) — (B',¢') sia una una fibrazione Riemanniana, e che u : B — B’ sia
un’immersione totalmente geodetica. Si pone

h:=c-UN, g:=c-u"yg,

dove ¢ ¢ una costante positiva. I campi tensoriali g, A sono metriche Rieman-
niane su B e M, rispettivamente. Si verifica che la fibrazione 7 : (M, h) —
(B, g) ¢ Riemanniana; inolte si trova la relazione tra le connessioni di Levi-
Civita delle metriche coinvolte e se ne deduce il seguente risultato

9



Proposizione 3.1. Se (M’ 1) ha curvatura sezionale costante K’ allora
(M, h) ha curvatura sezionale costante L K'; in particolare se (M', 1) é piatta,
allora anche (M, h) lo é.

Per estendere 'esempio ad una f.pk-struttura, si fissa un intero positivo
s e si pone

S S S
AN

P ~ ——f— e N
M/Z:M()X"'XM(), B/Z:B()X"'XB(), 7T/I:7T0><"'X7T0.

Ciascuna delle varieta M’ e B’ ha una struttura naturale di prodotto Rieman-
niano h' e ¢’ rispettivamente e quindi la proiezione ©' : (M’ h') — (B',¢’) &
una fibrazione Riemanniana. Si pone

BI:BO

e si considera l'applicazione diagonale u : B — B’ tale che per ogni x € B si
abbia
uw(z) = (z,...,x) € B,

u € un’ immersione e quindi si puo costruire il fibrato pull-back 7 : M — B
del fibrato 7’ : M’ — B’ tramite 'applicazione v : B — B’. Inoltre esiste
I’applicazione U : M — M’ tale che il diagramma

M s M
B —— B
sia commutativo. M puo essere descritta come segue
(a,b1,...,bs) € M < u(a) =7"(by,...,bs) & a=m(by) =+ =mo(by)

ed inoltre U(a,by,...,bs) = (b1,...,bs) per ogni (a,by,...,bs) € M. Posto
c= s%, si definiscono le seguenti metriche Riemanniane

su M e B, rispettivamente. Dalla costruzione generale del fibrato pull-back
segue che 7 : (M, h) — (B, g) ¢ una fibrazione Riemanniana. Inoltre

1
g9 = —9o,
S
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1
h((, X1, .. X)), (w, Y, ..., Ys)) = S—2<h’(X1,Y1) R h’(XS,Y;)).

Si definiscono:

e perogni k=1,... s la 1-forma su M

1 *
nk = g(PkOU) Mo,
dove P, : M" — M, ¢ la proiezione sulla k-ma componente,

e la 2-forma su B .
Q.= —Qo.
S

Si verifica che dn* = 7*Q. e quindi per il Teorema 3.1 di [9], gia menzionato,
esiste su M un’almost S-struttura (¢, &, 7, h), 4,5 = 1,...,s. Poiche (M', 1)
¢ piatta si ha che (M, h) ¢ anch’essa piatta (cf. Proposizione 3.1) e dim M =
2 4+ s. Quindi questo esempio dimostra che 'ipotesi n > 1 e necessaria nel
Teorema 3.1.

In [22] Z. Olaszak ha provato che se una varieta metrica di contatto di
dimensione maggiore o uguale a 5 ha curvatura sezionale costante ¢, allora
¢ =1 e la varieta e Sasakiana. Questo teorema non puo essere generalizzato
al caso di una almost S-varietd (M, ¢, &, 17, 9), 1,7 = 1,...,s di dimensione
2n+s,n > 2, s > 2, perche in questo caso V¢,§; = 0 e, quindi, se la curvatura
sezionale fosse costante, sarebbe nulla, contro il Teorema 3.1.

I risultati che seguono generalizzano alcuni Teoremi provati da Z.Olszak
in [22]. In una S-varieta M?" ™ n > 2 s > 2, vale 'uguaglianza:

IVl = 4ns. (3.3)

Viceversa, se M?"™* ¢ una almost S-varietd nella quale (3.3) ¢ verificata e
per di piu i campi &, ...,& sono di Killing, allora M & una S-varieta. Il
corrispondente Teorema di Z.Olszak afferma invece che una varieta metrica
di contatto M?" ™1 n > 2 & Sasakiana se e soltanto se ||Vl = 4n.
Un’altra disuguaglianza valida in una almost S-varieta M?""s n > 2, &
la seguente
S* — S +4n*s > 0. (3.4)

Inoltre sussiste 'uguaglianza se e soltanto se M ¢ una S-varieta. In (3.4) S*
¢ la curvatura x-scalare, cioe S* = Z:,j:l 9(Re,p, 0l 0F;), {EL, ..., Banys}
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base ortonormale. Questo risultato segue dall'identitd S* — S + 4n?s =
LIVl — 4ns) + >;_, traceh;.

In [1] D.E.Blair ha provato che il fibrato toroidale 7 : M — N su una
varieta di Kéhler NV di dimensione 2n, con curvatura olomorfa costante K,
2-forma fondamentale © e forma di connessione v = (n',...,n*) a valori
nell’algebra di Lie tale che dn® = 7*Q, ¢ una S-varietd con curvatura -
sezionale costante H = K — %s.

In [10] si & provato che se M?*""* n > 2 & una almost S-varieta con
curvatura ¢-sezionale costante H allora la curvatura scalare S verifica la
seguente disuguaglianza

S<n(n+1)H +ns(3n+1) (3.5)
e vale I'uguaglianza se e soltanto se M e una S-varieta.
Si osservi che ponendo s = 1 in (3.4) e (3.5) si riottengono i risultati di
Z.0Olszak.

Molto piu complicata rispetto al caso di contatto ¢ la seguente disuguaglianza
che riguarda la curvatura scalare di una almost S-varieta M2t n > 2,
conformemente piatta:

< dn(n—1)2n+s)(2n+s—1)
~ 4dn?+4ns—8n+s2 —Hs+4

(3.6)

Inoltre I'uguaglianza sussiste se e soltanto se M ¢ una S-varieta. Nel caso
s =1 (3.6) si riduce semplicemente a S < 2n(2n + 1) e vale 'uguaglianza se
e solo se la M e Sasakiana.

Si conclude evidenziando che esistono S-varieta di dimensione pari che
non ammettono una struttura di Kéhler (per esempio U(2), cf. [11]): per-
tanto esistono varieta sulle quali una S-struttura e la migliore struttura che
si possa avere.
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