Limiti notevoli e forme indeterminate

1. Utillizzare la continuita, le proprieta algebriche dei limiti finiti ed il teorema del
limite di funzioni composte per dedurre i seguenti limiti
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2. Utilizzando il limite notevole della funzione esponenziale e le proprieta delle fun-
zioni iperboliche dedurre i seguenti limiti

(a) limy_ Sin};(z) =1
(b) lim,_o MH-1 _ 1
( ) lim, o tanh( ) -1

3. Usare i limiti notevoli (vedi nota 0.1 nell’ultima pagina) e le proprieta algebriche
delle funzioni, per dedurre le seguenti formule di approssimzione (Vedere suggerimento

ultima pagina esercizi Nota 2)

(a) log(x) = log(3) + 5(z — 3)(1 + o(1)) per = — 3;
(b) cos(z) = Y2 — L2(z — T)(1+ o(1)) per z — =.
(c) e® = ¢? +e(x—2)(1+0(1))perw—>2.

(d) sin(x )—1*7(56* 7)( +0(1)) per z — 3.

4. Provare che le seguenti funzioni sono infinite o infinitesime e calcolarne I'ordine

lim, o log(1 + x + z%) [0, ordine 1]
lim, 5 log(1 — (z —5)?) [0, ordine 2]
lim,_.3 log(3) — log(x) [0, ordine 1]
lim, o (22 —4)(e*"2 - 1) [0, ordine 2]
limg— oo % [—00, ordine 8|
lim; o V/1+ 322 + 2% —1— 323 [0, ordine 2]
lim, .o {/cosh(z) —1 [0, ordine 2]
lim, oo {/cosh(z72) —1 [0, ordine 4]
limy_y ¢/cos(z —2) — & [0, ordine 1]
lim, o arctan(log(1 + sinh(z?))) [0, ordine 2]



5. Dire quali dei seguenti limiti esiste ( Sugg. Cercare opportune successioni oppure usare il
teorema sul limite destro e sinistro per provare la non esistenza; usare il teorema dl confronto o

proprieta limiti infiniti per l’esistenza.)

lim, 4 o cos(z?) [non esiste]
limg,—, o0 (tan(z))? [non esiste]
lim, .3 % [non esiste]
. 2(z+5 .
lim, o % [non esiste]
limg 4 o cos(z?) e™® [esiste = 0]
limg o0 1 + (sin(z))?log(1 + 1) [esiste = 1]
lim, .3 % (@=3) [non esiste]
. 2(z45) . .

lim, .o % sin(x) [esiste=0]
limg 4o cos(z?) + [esiste = +00]

6. Perche non si puo applicare il teorema del confronto per studiare ’esistenza del
limite lim, .o tan(x)z~! ? Tale limite esiste ? Suggerimento: considerare le
successioni x, = 2nmw e
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Osservare che sia x,, e y, tendono a +oco e che tan(x,)z,”* = 0 per ogni n.
Approssimare il seno ed il coseno con le formule di approssimazione dedotte dai
limiti notevoli (nota ad ultima pagina ed esercizio n.3) ossia

sin(yn) = sin(g) - 2—;4(1 +o(1))

dove si e usata anche la periodicita del seno. Dedurre la corrispondente relazione
per il coseno e trarne le conclusioni.

7. Calcolare i seguenti limiti. In caso di limiti infniti o infinitesimi calcolarne I'ordine



log(1+z+x%)

lim,, o+ “cos(@/2) 1 [-00, ordine 2]
N == 1/2

lim,_.o % [0, ordine 1]
fims (m—(i(_li)(?j%) [12]

lim,_,. /o tan(z) [+00, ordine 1]
limy oo Wr}? fﬁé‘;s(fg)) [0, ordine 2]
limg_.q A e (4]

‘:’/cosh(x)fl
limg oo /2cosh(z72) — /2 [0, ordine 4]
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8. Calcolare, usando la relazione log(e®)) = x i seguenti limiti. In caso di limiti infniti
o infinitesimi calcolarne 1’ordine

lim,_o (cosh(z))?? [1/V/e]
limg_o (1+22)™ —1 [0, ordine 5]
litn— oo (cos(z™1)V? 1]

limg_ 400 (cos(z™1)*" [1/Ve

limg 400 (cos(z~1)%" [0]



Note

0.1 Relazioni di approssimazione

Ricordo che dai limiti notevoli introdotti a lezione (pitt i limiti notevoli riguardanti le
funzioni iperboliche dati per esercizio) ed il teorema limite di fuzioni composte possiamo
dedurre le seguenti formule di approsimazione.

Sia g(z) una funzione tale che

lim g(x) =0,

T—T0

e g(z) # 0 definitivamente in z( allora

ed®) = 14 g(z)(1+0(1)) T — T
log(1+g(z)) = g(z)(1+0(1)) T — o
sin(g(z)) = g(z)(1+0(1)) T — T
cos(g(z)) = 1-3(g(x))’ A1 +0(1) z— x0
tan(g(z)) = g(z)(1+o(1)) T — T
arctan(g(x)) = g(z)(1+0(1)) T — X0
(I+g(x)* = 1+ag(@)l+o(l)  z—x0
sinh(g(z)) = g(z)(1+o0(1)) T — To
cosh(g(z)) = 1-35(9(x))*(1+0(1) = — =z
tanh(g(xz)) = g(z)(1+0(1)) T — xq .

1 Approssimazione grandezze trigonometriche

Per approssimare il seno in un punto diverso da 0 utiliziamo la formula

r+y
2

sin(z) — sin(y) = 2 sin(x ; y) cos(

)

Quindi, se vogliamo approssimare il seno in 7/4, osserviamo che vale inanzitutto

x4+ /4
2

sin(z) — sin(r/4) = 2sin(* _2”/ A

) cos( )



Dato che z-m/4

nota di sopra per approsimare sin(
possiamo scrivere

tende a zero per x — m/4 possiamo utilizzare le relazioni scrtte nella

== / 1). 11 coseno, invece, tende a cos(w/4) quindi

sin(x) = sin(7/4) + (95—277/4)\25(1 +o(1)), x— /4.



