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“Type II string equations ”

e Strominger (1986):

(M™, g) varieta Riemanniana spin con una
3-forma T (‘field strength '), un campo spino-
riale W (‘supersymmetry ') e una funzione
o (‘dilaton ).

e Equazioni Bosoniche:

RS — 4 TimnTjmn+2VFC6,0 = 0, §(e™2?T) = 0.

e Equazioni Fermioniche:

(VES + LixT) - =0, T -w=2d¢ V.

Non & possibile cercare le soluzioni su una
varieta fissata.

Significato geometrico della 3-forma T'7
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La prima equazione Fermionica equivale a
dire che W e parallelo rispetto a una nuova
connessione:

1
VyY = V&Y + ST(X,Y,-).

= T = torsione di V e le equazioni diven-
tano:

1
RicY + 0T + oviCap =0, 6(e 2?T) =0

V=0, T -W=2d¢p VW

Osservazioni:

e Le equazioni Bosoniche generalizzano le
equazioni di Einstein in relativita generale.
e Le varieta di Calabi-Yau e di Joyce sono
soluzioni esatte con T'=0 e ¢ = cost.



= Sen =17, le Go strutture integrabili sono
soluzioni esatte e le Go-strutture non inte-
grabili possono essere studiate usando con-
nessioni metriche con torsione.

e Pué la stessa varieta (M7,g) avere Go
strutture integrabili e non integrabili con-
temporaneamente?

e Esistono M con uno spinore parallelo per
vLC che hanno uno spinore parallelo per
un’'altra V7

La risposta & positiva e M’ sara un'esten
sione risolubile di rango 1 di un gruppo di
Lie nilpotente di dimensione 6

(= non compatta).



connessioni con torsione
(M™, g) varieta Riemanniana orientata
V: connessione metrica
VxY = VLY + A(X,Y),
con A e R"® A?(R") = A pud essere iden-
tificata con la torsione T di V.
Se A € A3(R?) =

VxY = VY + I17(X,Y, )

e V e detta una connessione metrica con
torsione.

= I campi vettoriali V-Killing coincidono
con i campi vettoriali di Killing Riemanni-
ani.



Sollevamento delle connessioni a SM

con Ax = ixT € so(n) = A2(R"?) =
Axy = Zi<j QL5 €; N\ €.

Poiche il sollevamento a spin(n) di e; A e;
~ €;°€; . . . .
e 51, Ay definisce un elemento in spin(n)

(= un endomorfismo di SM).

L'azione di Ax é:
AxY =iy Ax sui vettori (Ax € so(n))
Axyp = 3Ax -4 sugli spinori (Ax € spin(n))

- "e il prodotto di Clifford di una k-forma
per uno spinore

= il sollevamento di V su SM é&

1
Vxy = Vi + SAx 0.



Teoremi di non esistenza
Se |la funzione dilaton ¢ = cost
e Equazioni Bosoniche: RicY =0, §T = 0O

e Equazioni Fermioniche: VW =0, T -W =
0

Teorema Una soluzione del modello di Stro-
minger con ¢ = const soddisfa necessaria-
mente T'=0 o ¢ = 0.

[Caso compatto, Agricola.

Caso generale, Agricola, Friedrich, Nagy, Puhle.]



Teorema di rigidita [Agricola-Friedrich]
(M™, g, T) spin compatta con Scald < 0. Se
d1' agisce sugli spinori come un endomor-
fismo non positivo e diy #= 0 soluzione di

Vx = V5 + (ixT) ¢ =0
allora T =0 = Scald e VLCy = 0.

Corollario Su una varieta di Calabi-Yau o di
Joyce una connessione con torsione tale che
dl' = O puO avere spinori paralleli solo per
T =0.

= rigidita delle ‘vacuum solutions 'per de-
formazioni della connessione.

Il Teorema di rigidita si applica anche a
nilvarieta M\N.

Daremo esempi in dimensione 7 per cui il
teorema di rigidita non vale.



Punto di partenza Esistono metriche (non
complete) con olonomia G5 con gruppo di
isometria a 2 passi nilpotente N° che agisce
sulle orbite di codim 1 [Gibbons—Lii—Pope—Stelle].

Tali metriche sono ‘scale invariant’, cioe 4
un campo vettoriale omotetico di Killing X
(Lxg = cg) e sono equivalenti a metriche
localmente conformi a metriche omogenee
su estensioni risolubili di rango uno di N°®
[Chiossi, F].

= classificazione delle algebre di Lie nilpo-
tenti di dimensione 6 con una SU(3)-struttura
e una derivazione “Hermitiana” D tale che
la Go-struttura sull’estensione risolubile sia
conformemente parallela (integrabile).



SU(3) strutture

N® varieta (reale) di dimensione 6. Una
SU(3) riduzione & data da

(J, w, h)
e da una scelta di
n=nT+in" e A3O
Si pu0 scegliere una base ON di 1-forme tale

che

w = el _ 23 + pele
n = (el—|-1le4) A (62—’i63) A (65—|-i€6)

con ¥ Aw =0.

Osservazione nt determina J e n~ = Jn™T.
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Torsione intrinseca per SU(3)

dw = O,
Hol(N® h) C SU(3) < { dnT =0,
dn— = 0.

LLa torsione intrinseca appartiene allo spazio
T* @su(3)L = T*® ([A2°] & R)

= W1 Wor D W3D W4 P Ws,

dove Wj sono le ‘classi di Gray—Hervella’ per
j<4.

Se dw? = dnT =0 = la SU(3) struttura &
detta half-flat.

11



G- strutture

Data M’ tale che
T M" =T*N®dR

(per esempio un prodotto Riemanniano M =
NOxR) e una SU(3)-struttura (w,nt), defini-
amo

w/\e7—|—n+,
77_/\67—|—%w2,

%
P

dove e = dt (¢t coordinata su R).

La metrica associata g ha una base ON per
Cui

=6147—6237+€567—|—€125—|—6136—|—6246— 345

% e

ha isotropia G, C SO(7).

12



La torsione intrinseca di una G» struttura
pud essere identificata con VLCgo ed e de-
terminata da dy, d*p mediante

de To * @ + 371 AN @ + %73,
dxp = 4T AN*x@+ TN

dove 1; € una -forma.

Ve € T* @ g X1 B Xo @ X3 DXy

R®go®Sg(R") &R’

112 112

[Fernandez-Gray]

classe tipo condizioni
Xa conformente parallela | g =11 =13 =0
X1 @ A3 cocalibrata T1=1m7=0
X1 P X3P Ay GoT > =0
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Teorema [Friedrich-Ivanov]

7> = 0 <= d! una connessione con torsione
V tale che Vo =20

<= 4 un campo vettoriale X tale che

5g0 — —’ngo.

La risultante 3-forma di torsione &

-
T = 5T0P ~ xdp + *(411 N ©)

e V ammette (almeno) uno spinore paral-
lelo.

T e N3(R) =R & So(R7) @ R”.

(M',p) & localmente conform. parallela se
e solo se

311 N\ o,
AT11 N *p.

dep
d* @

In questo caso, T = x(71 A p).
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Go> puoO essere sollevato ad un sottogruppo
di Spin(7).

A7: spazio vettoriale complesso di tutti gli
spinori 7-dimensionali = A7 € una Spin(7)-
rappresentazione complessa e la complessi-
ficazione di una rappresentazione reale.

A7 ZRPR’ (rispetto a Go).

Useremo la rappresentazione reale ottenuta da
e1 = +FEi1s+ Eo7 — B3 — s,
—F17 + Eos + E35 — Eae,

€2

e3 = —FE16 + Eo5 — E3g + Eaz,
es = —FE15 — Eoe — E37 — Eas,
es = —Fi13 — F24 + Es7 + Ees,
e6 = +FEi1a — E23 — Ess + Fer,

e7 = +FE12 — E34 — Ese + E7s,
E;; base standard di so(7).
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Estensioni Risolubili

(n, [-,]n, (-,+)'): algebra di lie nilpotente
metrica

(s = nda,l ,-)) & un'estensione risolubile
metrica di (n, (-,-)’) se [-,-] ristretto a n
coincide con [+, :]n € {-, Y|axn = (-, ") .

Si dice che s & ‘standard’ se a = (s1)1 &
abeliano, e dima € detta il rango.

Se il rango &€ 1 con a = (A), I'estensione & di tipo di
Iwasawa se

(i) ads # 0 € autoaggiunto rispetto a (, ),

(ii) adaln, & definita positiva.
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Lo studio di algebre di lie risolubili standard
con metriche di Einstein si riduce a quello
di estensioni risolubili di rango uno

(an@RH, <7>)
con (H,n) =0, |[|H||=1 e

[H, X] = DX,
{ [X, Y] = [X, Y],

per qualche n e D € Der(n) [Heber].

Tutti i gruppi di lie nilpotenti di dimensione
< 6 ammettono un’estensione risolubile Ein-
stein di rango uno [Lauret, Will].
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Teorema di Classificazione [Chiossi—F]

Sia N® un gruppo di Lie nilpotente con una
SU(3) struttura invariante (w,nt). Sup-
poniamo che esista una derivazione D di n
tale che (DJ)2 = (JD)?.

Allora sull’estensione risolubile

s =nd (e7)
with ade; = D, la Go-struttura
Y =wA e’ + n+

é conformemente parallela se e solo se n &
(i) o R® o0 a 2 passi nilpotente, e
(ii) non isomorfa a h3 P h3.
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e Poiche la derivazione D = ade, conserva
la decomposizione ortogonale nl ¢ (n1)1,
Si puO supporre che D sia diagonalizzabile
da una base unitaria {e1,...,eg} CON ey €
(n1)L. Le equazioni struttura di s sono al-
lora

de’ =0
dove d = d| g6, del =0, e C; # 0.

{dejzdej+cjej7, 1<j<6

e © & conformemente parallela se e solo se
JIm #%£= 0 such that

dw A e’ + dn"" —3m77+ Ael,
dn~ ANel FwAde = 2mw? Ae’.

()

In questo caso, (w,nT) & necessariamente
half-flat.
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Conseguenze

Se n non & abeliana =

e J non pud essere integrabile

e dw # 0.
[Conti-Tomassini hanno studiato strutture half-flat
simplettiche su nilvarieta F\IN® di dimensione 6]

dl' =0 a meno che m = 0.
[Chiossi—Swann hanno provato che se J & integrabile

e M\N® x S & GoT, allora M\N® & bilanciata.]
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Corollario Ogni solvmanifold corrispondente
ad ogni algebra a 2 passi nilpotente (ad ec-
cezione di h3®h3) ha una coppia di metriche
Einstein (una omogenea e una Ricci-piatta).

algebra di Lie nilpotente autovalori di ad,,
15 2m dm 2m
(07076 a07070) - 3 , 110, 3 , T, 3 7m)
15 _25 12 3 3 6 6 3 6
(07076 , € 7an ) _( gn’ ?7 gn, gn) gn, gn
(07 07 615 - 6467 07 07 O) _(3Tm7 m, 3517 3217 3471”7 3?
(0,e%,—e'® —¢%,0,0,0) | —(5&, %8, 2% % 8
45 _46 5m 5 3m 3
(076 , € 707070) _(m7 Z_na 2@7%, Z|_n7 ZL
16 45 _15 46 2m 4dm 4dm 2m 2m 2m
(076 +€ y € — € 707070) _(3a373737373
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Metriche Ricci piatte corrispondenti

Se (S,¢,g9) & conformemente parallela, il
cambio § = e2/g con df = me’ produce una
metrica Ricci-piatta in termini di coordinate
(z1,...,x6,t) dove e’ = dt.

g € Ricci-piatta ed ha spinori LC-paralleli.

o definisce uno spinore LC-parallelo W

1
P(X,Y,2) = <X Y 2. W,V >,

dove *. e |la moltiplicazione di Clifford e
<, > e il prodotto scalare sul fibrato spino-
riale.

In termini della spin rappresentazione A7 si
ha vw=(0,0,0,0,1,1,—-1,1).
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Confrontando le metriche con quelle trovate
da GLPS

algebra di Lie Hol spinori
nilpotente L C-paralleli

(0,0,e'>,e%>,0,e*?) G 1
(0,e*, —e'> —e%°,0,0,0) G 1
(0,e'® +e*,e®> —€%°,0,0,0,) G 1
(0,0, —¢%5,0,0,0) SU(3) >
(0,¢%5,¢%6.0,0,0) SU(3) >
(0,0,¢55,0,0,0) SU(2) Z

Per esempio la metrica corrispondente a
(0,0, e e22,0,e!?) & localmente isometrica alla met-
rica scale-invariant su M° x R, dove

M6 I 8.
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Esempio La metrica

g = e_%mt(da:% + dz2) + e_%mt(daﬁﬁ + dz2)
+%m2€%mt(d$3 — %xld:vg, + %:1:4d:136)2
—I—%mzeémt(dwg + %CB4CZCB5)2 + e—2mi g2

sulla solvmanifold corrispondente a
(0,e%, —el> —¢%6.0,0,0)
e nuoval

E scale invariant con simmetria generata dal campo
omotetico di Killing

— _50 0 0 0 0
Z = 2£n ot +(;I-xlagil8+ 43:23:66 + 33348904 _I_ 3565 0xs
—I—?mm38—mg + ?mxza—%
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Evoluzione delle SU(3)-strutture

Se la G»-struttura
Y =wA e’ + 77+

su s € conformente parallela, (w,n"') e half-
flat.

Teorema [Hitchin]

Se una varieta compatta N°® ha una SU(3)-
struttura half-flat, 4 una metrica con
HolCGs su N9xI per qualche intervallo I.

Proposizione [Chiossi-F]

Ognuna delle metriche Ricci-piatte g sul gruppo
di Lie risolubile S pu0 essere ottenuta evol-
vendo la SU(3) struttura sulla nilvarieta M\ N®°.
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Problemi in relazione agli spinori:

e g € indotta da un’altra Go-struttura (non
integrabile)?

e Quali gruppi di Lie risolubili (S,g) hanno
uno spinore parallelo per un’altra connes-
sione con torsione?

Supporemo che T sia della forma

T € A3, =< forme semplici innT,n ", wAe’ >.

La moltiplicazione di Clifford per ., T ha, come en-
domorfismo, la struttura a blocchi

0 =x

* 0 /-
La connessione di Levi-Civita V¢ & data da:
VEY = VY + df (X)Y + df (V)X — g(X,Y)gradf,
con df = me’ = @éCX =0,VX en =

Ker(VLC + .. T) = Ker(i.,T).
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Spinori paralleli

Teorema di riduzione [Agricola, Chiossi, F]

Un elemento non-banale nel nucleo di e, T
per T # 0 € A$; & una combinazione lineare
di blocchi superiori:

e WV =1(a,b,c,d 0,0,0,0) con

Tse7 = 0, T147 = —I237,

o V= (a,b,Fa,£b,0,0,0,0) e

Tra7 = —1237 + €167

o blocchi inferiori:

e WV =(0,0,0,0,e,f,g,h) con

Ts67 = 0, T1a7 = T>37.

e WV =(0,0,0,0,e,f,te,Ff) e

T1a7 = To37 + €1k67.
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(S, g): solvmanifold corrispondente a
(0,0,e1%,¢2°,0,et2).

v = (0,0,0,0,1,1,—1,1): unico spinore LC-
parallelo

Teorema [Agricola, Chiossi, F]

L' equazione VxW = 0 ha 7 soluzioni per
qualche T # 0 € A3,, cioe:

a) una famiglia RP!'-parametro di coppie
(Tr,s, Wrs) tale che V™3W,. s = 0;

perr =s,sihaTys =0 e W,z e un multiplo
di V.

b) 6 soluzioni isolate in coppie (77, W$) per
i=123€ee=.

Ogni Go struttura ammette un solo spinore
parallelo, € di tipo generale G>T

R & So(R7) ¢ R, ad eccezione del caso

r = s (pr,r & parallela) e r = —s (non c'e’
la R-componente).
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(S, g): solvmanifold corrispondente a
(0,e*°, —el> —¢%6 0,0,0).

Teorema [Agricola, Chiossi, F]

If 4 ¢ %= 0 soluzione di V¢ = 0, allora:

(a) ¥ & un multiplo di

(1 + 2iev/2, 3, 1 + 2iev/2, —3,0,0,0,0) €

T — % [—2e126 4 ¢135 46245 4 346] 4 ey /2 [125 136 +
€246 | ¢345] 4 %ie\/ﬁ [—el47 — 567 4 2¢237] Or

(b) ¢ & un multiplo di

(3, —1 4 2iev/2, =3, —1 + 246/2,0,0,0,0) €

T = £ [e106 — €135+ 4e2a5 — 2e346] +ieV2 [—e125+ €136+
€246 — €345] + 5 iev/2 [—e1a7 + ese7 + 2e237] O

(c) ¥ & un multiplo di

(0,0,0,0, 1+ 2iev/2, 3, 1 + 2iey/2, —3) €

T = £ [e106 — 2e135 + 4e2a5 — e3a6] + ieV/2 [e125 + €136 —

€246 — €345] + 2 ieV/2 [e1a7 — es67 + 2e237] .

Question C’é un'interpretazione fisica delle
soluzioni complesse?
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